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摘  要：非饱和土即便在不排水、不排气条件下也将发生体变，这为预测非饱和土不排水、不排气力学特性带来了困

难。基于三相孔隙介质理论，结合非饱和土的弹塑性本构模型推导了不排水、不排气条件下非饱和土三轴剪切三相耦

合控制方程，对非饱和土的不排水、不排气三轴剪切特性进行预测。数值模拟结果表明，此方法能够描述非饱和土在

不排水、不排气条件下的水力–力学特性，如体缩特性、孔隙水压力和孔隙气压力增长以及饱和度增大等特性。数值计

算结果与室内试验结果一致，证实了所提数值分析方法的合理性。 
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Abstract: Volume changes take place during the fully undrained compression tests on unsaturated soils. It is more difficult to 

simulate the undrained mechanical behaviors of unsaturated soils than those of saturated soils. In this study, the three-phase 

coupled governing equations for unsaturated soils under fully undrained conditions are derived using the porous medium theory 

and the elasto-plastic constitutive model for unsaturated soils. Numerical simulations of the fully undrained triaxial compression 

tests on unsaturated soils are performed based on the proposed three-phase coupled governing equations. The simulated results 

demonstrate that the proposed method predicts the hydraulic and mechanical behaviors (shear-induced volume compression, 

pore water pressure, pore air pressure and degree of saturation increase) of unsaturated soils accurately under the fully 

undrained conditions. The predictions of the fully undrained triaxial tests on unsaturated soils show good agreement with the 

test results obtained in literatures, verifying the applicability of the proposed method. 
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0  引    言 
非饱和土与公路、铁路路基、机场跑道、挡土墙

等实际工程问题息息相关，如何合理地描述这些土工

结构在寿命周期内的强度和变形等问题是人们关注的

重点。本构模型为研究土工结构的强度和变形问题提

供了强有力的工具。近年来，非饱和土的本构模型得

到了快速的发展，研究者们提出了一系列的非饱和土

模型，包括弹塑性模型[1-8]，损伤力学模型[9-11]，广义

吸力模型[12-13]等。这些模型能够很好地描述常吸力条

件下非饱和土的力学特性甚至是水力–力学耦合特性。

然而，能够描述非饱和土在不排水条件下的力学特性

和水力特性的模型则鲜见报道。实际工程中土石坝心

墙以及高放射性核废料深层地质处置工程等在快速施

工过程中以及在地震等瞬时荷载作用下土体往往处于

不排水、不排气状态，不排水、不排气加载过程中产

生的孔隙气压力对非饱和土的强度和变形会产生重要

影响，进而可能引起土石坝心墙、深层地质处置工程
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破坏等岩土工程问题。在模拟非饱和土的快速加载过

程中忽略孔隙气体的影响显然难以反映实际情况。因

此有必要对非饱和土不排水、不排气条件下的力学特

性进行模拟。 
对于饱和土而言，不排水条件下的总体变为零，

即便没有给定有效应力路径，饱和土在不排水条件下

的力学特性可以通过控制总体变为零来进行预测。然

而，非饱和土即使在不排水、不排气条件下也将产生

一定的体变，这为预测其在不排水条件下的力学特性

带来了困难。在预测非饱和土不排水、排气条件下的

力学特性方面，Sun 等[14]做了有益的尝试，并取得了

良好的效果。他们通过含水率不变这一控制条件推导

了体变与饱和度之间的增量关系，进而获得了基质吸

力的增量表达式。Uzuoka 等[15]则在局部平衡条件下通

过三相孔隙介质理论推导了非饱和土三轴试验的三相

耦合控制方程，成功预测了非饱和砂质土的液化特性。

遗憾的是，Uzuoka 等[15]在推导控制方程时采用的本构

模型是 Armstrong & Frederick 模型[16]，没有考虑基质

吸力（更不用说饱和度）对非饱和土屈服函数的影响，

只考虑了基质吸力对骨架应力的影响。对于高饱和度

的土体而言忽略基质吸力对屈服函数的影响误差不

大，但是对于低饱和度土体而言这种简化难免存在较

大的缺陷。这也使得 Uzuoka 等的控制方程仅适用于

高饱和度下的三相耦合问题，限制了方程的适用性。

为此，本文将基于三相孔隙介质理论，引入局部平衡

假设，采用非饱和土水力–力学耦合模型描述非饱和

土的应力–应变特性，将基质吸力和饱和度对非饱和

土屈服函数的影响以及体变对持水特性的影响考虑在

内，推导非饱和土在不排水、不排气条件下的横向总

应力不变、横向净应力不变和平均净应力不变的三轴

压缩控制方程，对非饱和土不排水、不排气三轴剪切

试验进行分析预测。这部分工作将能够扩展三相耦合

控制方程的适用范围并提高预测精度。 

1  不排水条件下非饱和土三轴剪切控

制方程 
1.1  基本假设 

在推导非饱和土三轴剪切三相耦合控制方程的过

程中采用如下假设： 
（1）土颗粒不可压缩； 
（2）等温条件，即不考虑温度的影响； 
（3）固相、液相和气相之间无质量交换（当孔隙

压力变化不大时可以接受）； 
（4）忽略孔隙流体相对土骨架的相对加速度； 
（5）孔隙率 n 在空间上的分布是均匀的； 
（6）仅考虑局部平衡，即忽略重力和渗流等的影响。 

1.2  平衡方程与本构方程 

引入表观密度，实现各相密度在空间中均匀分布，

表观密度表达式如下： 
 s s sR sR(1 )n n       ，         (1) 

 w w wR w wRn ns      ，          (2) 
 a a aR w aR(1 )n n s       ，        (3) 

s w a sR w wR a aR+ (1 ) ( )n n s s            。(4) 
式中  sR wR aR  ， ， 分别为土颗粒、孔隙水和孔隙气

的真实密度； s w an n n， ， 分别为土颗粒、水和气的体

积分数，满足 s w a 1n n n   ； n 为孔隙比； ws 为孔

隙水的饱和度； as 为孔隙气体的饱和度。 
根据假设（3），忽略各相之间的质量交换，各相

的质量平衡方程为 
div 0     v   。           (5) 

式中  表示 相的材料时间导数； v 为 相的速度。

 相的线性动量平衡方程为 
 ˆdiv        v b p   。       (6) 

式中   为 相的应力分量；b为重力加速度；ˆp 为

 相与其他相的相互作用力向量。根据假设（6），仅

考虑局部平衡，因此忽略各相之间的相互作用力 ˆp 、

重力加速度 b以及 div  。各相的应力分量为 
 s w w a a(1 )( + )n s p s p   I    ，    (7) 
 w w wns p I   ，                  (8) 
 a a ans p I   ，                   (9) 

s w a a w a w( )p s p p      I I     。(10) 
式中  s w a， ，   分别为固相、液相和气相的应力

分量张量； wp 为孔隙水压力； ap 为孔隙气压力；I 为
Kronecker delta；  为骨架应力张量； 为总柯西应

力张量。 
假设等温条件下孔隙水的体积模量恒定、气体满

足常温下的理想气体状态方程，即孔隙水和孔隙气满

足如下本构关系： 

 
wR

wR w
w p

K


     ，            (11) 

 
aR

aR a a
a

1p p
K R





      。      (12) 

式中  w aK K， 分别为孔隙水和孔隙气体的体积模

量； 为绝对温度； R 为比气体常数； w ap p ， 分别

为孔隙水压力和孔隙气压力的变化率。 
1.3  土水特征曲线 

非饱和土的饱和度变化考虑基质吸力的影响项和

体变的贡献项，其表达式如下： 

 
w

w a w
s s 0 v( ) (1 )ss s e c p p e

s
  


     


   。(13) 

式中  ws s  表示饱和度随基质吸力的变化，即为土

水特征曲线； s 为饱和度与孔隙比关系曲线的斜率；
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v 为土骨架的体积应变速度。本文模型中土水特征曲

线采用 Zhou 等[17]的模型，主吸湿曲线表达式为（与

Van Genuchten 模型[18]一致）： 

 
www w

w r
e w w

0 r w

1

cb
s s ss
s s a


  
         

  ，    (14) 

   ww w
1 1w

w
w

w w w

= 1

cb b
bs s sc c

s a a a

       
              

。(15) 

式中  w
es 为有效饱和度； w

0s 为基质吸力为 0 时的最

大饱和度； w
rs 为残余饱和度； w w wa b c， ， 为模型参数。

吸湿扫描线为 

 
w w
s w

ms s sc
s s s

       
  ，        (16) 

 w w/ 1/w
w w e(( ) 1)c bs a s     ，       (17) 

式中，m 为模型参数，其他参数与式（15）一致。 
1.4  土骨架的应力应变关系 

土骨架的应力–应变关系采用 Zhou 等[17，19]提出

的本构模型进行描述。该本构模型采用平均骨架应力

和有效饱和度作为自变量并假设非饱和土的压缩曲线

为有效饱和度的函数。模型的屈服函数为 

 

2 2

x c

0
w
e

w w a
e 0 0 d e

( ) 0 
( )  

 
( )
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，

，

，

。

     (18) 

式中  M 为临界状态应力比； xp为屈服面与 p轴的

截距； 0 d ， 分别为饱和和干燥状态下正常固结压缩

曲线的斜率； a为模型参数。采用塑性体应变作为硬

化参数 

 pc
v

c 0

d 1 d
p e
p


 

 


 
  。       (19) 

采用相关联的流动法则 

 
p 2 2 2
v
p
d

d
d 2

M p q
p q




 



  。      (20) 

1.5  三轴不排水、不排气条件下的控制方程 

（1）横向总应力不变的控制方程 
    由横向总应力为常数，可得 

 0x y      。           (21) 

由式（10）可得 
 w w a w( ( ) )x y p c p p s           

a a w a a w
s 0 v( ( ) ) (1 )( )p c p p s e p p       ，(22) 

 w w a w( ( ) )z z p c p p s           
a a w a a w

s 0 v( ( ) ) (1 )( )p c p p s e p p       。(23) 

将式（1）～（3）、（11）～（13）代入式（5）中，

整理得孔隙水和孔隙气的连续性方程： 
w

w a w
s 0 vw (1 ) 0sn c p ncp n e s

K
 

 
         

 
  ， 

 (24) 
a

a w a
s 0 va (1 ) 0sn c p ncp n e s

K
 

 
          

 
  。 

  (25) 
三轴应力状态下土骨架的本构模型可表述为 

 
11 12 13 x 1

w
21 22 23 y 2

31 32 33 z 3

x

y

z

D D D W
D D D W s
D D D W

 
 
 

       
              
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

 。(26) 

式中  ijD 为土骨架的切线模量； iW 为饱和度的变化

对有效应力的贡献项的系数矩阵。 ijD 和 iW 可根据式

（18）～（20）推导。 
    将式（26）代入式（22）、（23）中、并结合式（24）、
（25）可得常横向总应力条件下不排水、不排气三轴

剪切三相耦合控制方程： 
     1 1 1K x y   ，          (27) 
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（2）横向净应力不变的控制方程 
    由横向净应力为常数，可得 

 ax y p       ，            (28) 

由式（10）可得 
 w w a w( ( ) )x y p c p p s           

a a w w a w
s 0 v( ( ) ) (1 )( )p c p p s e p p        ，(29) 

 w w a w( ( ) )z z p c p p s           
a a w a a w

s 0 v( ( ) ) (1 )( )p c p p s e p p       。(30) 
横向净应力不变条件下孔隙水和孔隙气的连续性

方程与横向总应力不变条件下的连续性方程一致，即

式（24）、（25）。将式（26）代入式（29）、（30）中、

并结合式（24）、（25）可得常横向净应力条件下不排

水、不排气三轴剪切三相耦合控制方程： 
     2 2 2K x y   ，           (31) 
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    （3）平均净应力不变的控制方程 
由 a a

net ( ) / 3 cos tanx y zp p p p t        
可得 

 a(3 ) / 2x y zp          。        (32) 

对式（10）全微分并整理得 

 w w a w1 ( ( ) )
2x y z p c p p s               

a a w w a w
s 0 v

1( ) (1 )( )
2

p c p p s e p p        
 

  ，(33) 

 w w a w
z z ( ( ) )p c p p s          

a a w a a w
s 0 v( ( ) ) (1 )( )p c p p s e p p       。(34) 

平均净应力不变条件下孔隙水和孔隙气的连续性

方程与横向总应力不变条件下的连续性方程一致。将

式（26）代入式（33）、（34），结合式（24）、（25）可

得平均净应力不变条件下不排水、不排气三轴剪切三

相耦合控制方程 

    3 3 3K x y    ，           (35) 
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2  不排水、不排气条件下非饱和土力学

特性分析 
上述三相耦合控制方程中以轴向应变为已知量，

孔隙水压力、孔隙气压力、横向应变和轴向应力为未

知量。对每一个给定的轴向应变增量，通过求解控制

方程即可获得相应的孔隙水压力增量、孔隙气压力增

量、横向应变增量和轴向应力增量，进而求得当前计

算步下的孔隙水压力、孔隙气压力、横向应变和轴向

应力。本节将采用上述控制方程分析横向总应力不变、

横向净应力不变和平均净应力不变条件下不排水、不

排气三轴剪切力学特性。用于预测不排水、不排气三

轴剪切应力–应变关系和土水特性的本构模型参数如

表 1 所示。忽略体变对土水特征曲线的影响。土体的

初始孔隙比为 1.0，选用 50，100，200 kPa 3 个初始

净围压和 50，100，200 kPa 3 个基质吸力。根据土水

特征曲线，基质吸力 50，100 和 200 kPa 条件下的初

始饱和度分别为 70.7%，44.7%和 24.3%。孔隙水和孔

隙气的物理参数如表 2 所示。 
表 1 不排水三轴压缩试验模型参数 

Table 1 Parameters for undrained triaxial compression tests 
力学参数 水力参数 

λ0 κ λd M ν a aw bw cw m λs 
0.05 0.01 0.02 1.0 0.33 1.0 50.0 2.0 0.5 0.0 0.0 

表 2 孔隙水和孔隙气的物理参数 

Table 2 Physical parameters of pore water and pore air 
孔隙水的体

积模量 Kw 
/(kN·m-2) 

孔隙水的 
密度 ρwR 

/(g·cm-3) 

气体常数 1/( R ) 
/(s2·m-2) 

孔隙气的

密度 ρaR 
/(g·cm-3) 

2.0×106 1.0 1.21×10-5 1.293×10-3 

图 1 所示为横向总应力（围压）100 kPa 恒定条件

下不同基质吸力非饱和土不排水、不排气三轴剪切模型

预测结果。可以看出，与饱和土不同，正常固结非饱和

土即使在不排水、不排气剪切过程中也会发生体缩。在

不排水、不排气剪切过程中，孔隙水压力和孔隙气压力

均有一定程度的增长，饱和度逐渐增大。这些预测结果

与不排水、不排气条件下的试验结果[20-21]规律是一致

的。这说明本文在局部平衡假设下推导的非饱和土三相

耦合控制方程能够定性地描述非饱和土不排水、不排气

三轴剪切力学特性。另外，对比图 1 中不同初始基质吸

力条件下的预测结果发现，初始基质吸力越大，非饱和

土的抗剪强度越高，孔隙水压力则越小，这也是符合试

验规律[20-21]的。从图 1（a）可看出，不排水、不排气条

件下的三轴剪切过程中初始基质吸力越大，体变越小。

这种现象是符合逻辑的。因为在剪切过程中虽然饱和度

会有一定的增加，但是这种增长是有限的，即在剪切过

程中非饱和土并没有完全湿化达到饱和状态，非饱和土
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湿化变形的潜能（初始基质吸力越大，非饱和土湿化

变形的潜能越大）并没有完全发挥。非饱和土湿化变

形潜能的发挥程度取决于其湿化程度，即饱和度变化。

从图 1（d）中的饱和度变化情况来看，初始基质吸力

越大，饱和度变化越小。这说明基质吸力越大，湿化

越不明显，土体体变也会越小。 

 

 

 

 
图 1 横向总应力不变条件下非饱和土不排水、不排气三轴剪切 

.模拟结果 ( 3(ini) = 100 kPa) 

Fig. 1 Predicted results of fully undrained triaxial tests on 

     unsaturated soils under constant lateral total stress  

( 3(ini) = 100 kPa) 

图 2所示则为初始基质吸力 50 kPa 条件下非饱和

土在不同初始净围压作用下的模型预测结果。对比图

中的预测结果发现，相同初始基质吸力条件下，初始

净围压越大，抗剪强度越高；剪切过程中的最大孔隙

水压力和孔隙气压力以及饱和度也随初始净围压的增

加而增大。 

 

 

 

 
图 2 横向总应力不变条件下非饱和土不排水、不排气三轴剪切 

.模拟结果 (s = 50 kPa) 

Fig. 2 Predicted results of fully undrained triaxial tests on  

unsaturated soils under constant lateral total stress (s = 50 kPa) 

另外，本节也对横向净应力不变和平均净应力不
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变条件下非饱和土不排水、不排气的三轴剪切试验进

行了模拟。图 3 所示为初始基质吸力 50 kPa、初始净

围压 100 kPa 条件下不同应力路径不排水、不排气三

轴剪切模型预测结果对比。对比发现，不排水、不排

气剪切过程中横向净应力不变的三轴剪切抗剪强度最

大，横向总应力不变的抗剪强度次之，平均净应力不

变的抗剪强度最小。孔隙水压力、孔隙气压力以及饱

和度也表现出类似的趋势。这主要是因为在不排水、

不排气的剪切过程中试样体缩，孔隙水压力和孔隙气

压力逐渐增大。当横向总应力不变时，由于孔隙气压

力逐渐增大，横向净应力（横向总应力与孔隙气压力

的差值）逐渐减小，因此横向总应力不变应力路径下

的抗剪强度小于横向净应力不变条件下的抗剪强度。

对于平均净应力不变的应力路径，由于在剪切过程中

轴向偏差应力逐渐增大，为了保持平均净应力不变，

横向净应力则需逐渐减小。因此，平均净应力不变条

件下的抗剪强度最小。 

 

 

 

 

图 3 不同应力路径条件下非饱和土不排水、不排气三轴剪切模 

.拟结果 (s = 50 kPa, σ3(ini) = 100 kPa) 

Fig. 3 Predicted results of fully undrained triaxial tests on  

      unsaturated soils under different stress paths (s = 50  

..kPa, σ3(ini) = 100 kPa) 

3  不排水、不排气三轴剪切试验验证 
不排水、不排气条件下非饱和土三轴剪切试验并

不多见。在这些试验中详细报道了不排水、不排气过

程中的孔隙压力、基质吸力、饱和度等数据的试验则

更为鲜见。Oka 等[21]详细测定了非饱和粉土在横向总

应力不变条件下不排水、不排气三轴剪切过程中孔隙

压力、基质吸力、饱和度等的变化规律。本节拟采用

Oka 等[21]的试验数据对横向总应力不变条件下的三相

耦合控制方程进行验证。由于缺乏相应的试验数据，

横向净应力不变和平均净应力不变条件下的三相耦合

控制方程暂不进行试验验证，待今后有相应的试验资

料时再进行完善。 
Oka 等[21]对不同基质吸力下的非饱和土粉土做了

常基质吸力条件下的排水试验以及不排水、不排气条

件下的三轴剪切试验。由于文献中仅给出了临界状态

应力比 M=1.23，因此在进行模型预测时需对模型参数

进行校核。本节拟采用 Oka 等的排水试验进行模型参

数校核，获得相应参数后再采用不排水、不排气试验

结果对本文的数值分析方法进行验证。用于参数校核

及模型验证的试验初始状态如表 3 所示。 
表 3 Oka 等[21]三轴试验初始状态 

Table 3 Initial conditions for triaxial tests performed by Oka 

et al. [21] 
排水 
条件 

净围压
/kPa 

初始孔隙水

压力/kPa 
初始孔隙气

压力/kPa 
初始基质

吸力/kPa 
初始饱和

度/% 

排水 

200 
200 
200 
100 
400 

250 
220 
200 
200 
200 

250 
250 
250 
250 
250 

0 
30 
50 
50 
50 

69.19 
43.62 
33.13 
34.78 
36.87 

200 220 250 30 43.89 
不排水 

200 200 250 50 33.61 
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通过在合理范围内调整模型参数，使得常吸力条

件下排水剪切三轴试验的模型预测结果能够尽可能好

地反应试验结果。最终确定用于计算的模型参数如表

4 所示。孔隙水和孔隙气的物理参数如表 2 所示。图 4
所示为排水剪切条件下模型预测结果与试验结果的对

比。从图 4 可以看出模型预测结果能够较好地反应排

水剪切条件下的应力–应变关系和体变特性。因此，

可以认为该组模型参数能够用于预测Oka等的试验结

果。为此，本节将采用该组参数对不排水、不排气条

件下的三轴试验进行模拟，以验证本文三相耦合控制

方程的有效性。 

 

 

图 4 常吸力条件下的排水剪切试验与预测结果（用于校核模型 
.参数） 

Fig. 4 Test and predicted results of constant suction triaxial tests  

  under drained conditions (for calibrating paramaters) 

本文在推导控制方程时考虑了基质吸力和饱和度

对屈服函数的影响以及体变对持水特性的影响（下文

称为完整模型）。为了说明在分析非饱和土不排水、不

排气三轴剪切特性时考虑基质吸力和饱和度对屈服函

数影响以及体变对持水特性影响的必要性，本节增加

了不考虑基质吸力和饱和度对屈服函数影响以及体变

对持水特性影响的预测结果（下文称为简化模型），便

于对比分析。对于简化模型，令本文完整模型中干燥

状态下的压缩指数 d 等于饱和状态下的压缩指数 0 ，

此时应力应变关系模型即退化为修正剑桥模型，即不

考虑基质吸力和饱和度对屈服函数的影响，基质吸力

和饱和度仅对骨架应力有所贡献（与 Uzuoka 等[15]假

设一致）；同时，令参数 s 等于 0，即忽略体变对饱和

度的影响；其余参数与完整模型所用参数一致，即与

表 4 所示参数一致。 
表 4 三轴压缩试验模型参数 

Table 4 Parameters for triaxial compression tests 

力学参数 水力参数 

λ0 κ λd M ν a aw bw cw m λs 

0.1 0.02 0.02 1.23 0.35 3.0 144.0 0.97 2.92 0.0 0.1 

图 5 所示为不排水、不排气条件下三轴剪切试验

结果与模型预测结果对比。从图 5 可以看出，即使在

不排水、不排气条件下非饱和粉土在三轴剪切过程中

也出现了体缩、孔隙水压力和孔隙气压力增长、饱和

度增大的特性。本文的三相耦合计算方法能够很好地

反应这一特点。对比模型预测结果与试验结果发现，

本文完整模型的预测结果与试验结果较为吻合，这说

明本文的考虑基质吸力和饱和度对屈服函数影响以及

体变对持水特性影响的三相耦合计算方法能够定量地

描述非饱和土的不排水、不排气三轴剪切试验特性。

这也证实了在描述非饱和土的不排水、不排气三轴剪

切试验现象时采用局部平衡假设是合理的。 
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图 5 不排水、不排气三轴剪切试验与模型预测结果 

Fig. 5 Test and predicted results of fully undrained triaxial tests 

对比图 5 中的试验结果和两种模型预测结果发

现，当忽略基质吸力和饱和度对屈服函数的影响以及

体变对持水特性的影响时（简化模型），三相耦合计算

方法的预测精度有所降低（对孔隙水压力、孔隙气压

力和饱和度预测精度的影响尤为明显）。这说明在分析

不排水、不排气条件下的三轴剪切力学特性时考虑基

质吸力和饱和度对屈服函数的影响以及体变对持水特

性的影响尤为重要，忽略二者的影响将引起较大的误

差。本文的完整模型考虑了基质吸力和饱和度对屈服

函数的影响以及体变对持水特性的影响，这无疑是在

Uzuoka 等[15]基础上的一大改进。 

4  结    论 
基于三相孔隙介质理论，在忽略温度、相变、渗

流等的影响下，结合非饱和土弹塑性本构模型，推导

了常横向总应力、常横向净应力和常平均净应力条件

下非饱和土不排水、不排气三轴剪切的三相耦合控制

方程。该控制方程以孔隙水压力 wp ，孔隙气压力 ap ，

横向应变 x 和轴向应力 z 为未知量，以轴向应变增

量 z 为已知量。通过求解该控制方程组，能够获得每

一轴向应变增量步下的孔压增量、横向应变增量以及

轴向应力增量，进而得到当前计算步下的 wp ， ap ，

x ， z 。通过试验结果与预测结果的对比，说明所

提数值分析方法能够很好地描述非饱和土的不排水、

不排气剪切特性，也证实了采用局部平衡假设推导三

轴应力状态下的三相耦合控制方程来描述非饱和土

的不排水、不排气三轴剪切特性的做法是合理的。 
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