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移动荷载下正交各向异性地基无限大板的动力响应 
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摘  要：以薄板理论和弹性动力学理论为前提，以位移分量为基本未知量，建立了直角坐标系下的移动谐振荷载作用

下正交各向异性地基上覆无限大弹性板的力学模型和动力微分方程；然后用坐标变换和 Fourier 积分变换，且引入边界

条件，推导了移动荷载作用下无限大板的挠度和薄板与地基之间的接触应力的积分形式解。基于推导的理论方法，编

制了相应的计算程序，并对薄板表面作用线性谐振荷载问题进行了算例分析，验证了方法的正确性。最后，对移动谐

振荷载作用下公路路面板的动力响应进行了参数分析，研究了土体参数、板参数、荷载速度、荷载频率对其影响规律。

结果表明：土体的各向异性、板厚、板的弹性模量、荷载移动的速度和振动频率对板动力响应影响很大。 
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Dynamic response of infinite plate on orthotropic half-plane medium under          
moving loads 

ZHANG Chun-li1, 2, WANG Bo1, ZHU Yan-zhi2 
(1. College of Water Conservancy & Environmental Engineering, Zhengzhou University, Zhengzhou 450000, China; 2.School of Civil 

Engineering and Architecture, Zhongyuan University of Technology, Zhengzhou 450000, China)  

Abstract: Based on the thin plate theory and the elastodynamics theory, the mechanical analysis model and the dynamic 

differential equations for the infinite elastic plate on orthotropic foundation under moving harmonic loads are established by 

taking the displacement component as the basic unknown quantity under the rectangular coordinate system. The initial and 

boundary conditions are introduced so that the integral forms of plate deflection and the contact stress between the plate and the 

foundation under moving loads are derived by means of the coordinate transformation and the Fourier integral transform. The 

calculation procedure is performed based on the derived theory method. The numerical results for the dynamic response of 

plates on orthotropic foundation are presented under harmonic vibrating strip moving loads, and the numerical solutions in time 

domain are achieved. The numerical examples show that the method is reasonable and feasible. Finally, the dynamic response 

parameters of highway pavement plate under moving harmonic loads are analyzed. The effects of soil parameters, board 

parameters, load speeds and load frequencies on the maximum and distribution of dynamic responses are investigated, and the 

characteristics of dynamic responses of the plate are studied. The results indicate that the orthotropic parameters of soil, 

thickness and elastic modulus of plate, load frequency and moving speed have a great influence on the dynamic responses of 

plate. 
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0  引    言 
移动荷载作用下，正交各向异性地基上覆无限大

板的动力响应计算在实际工程计算中有一定的实践意

义和理论价值。比如在刚性路面的计算分析中，常把

作用在路面板上的荷载假定为静力荷载。实际上，当

车辆正常行驶时，板所承受的荷载为匀速移动荷载。

对于此种情况下板和地基动态响应的研究是必要的。

针对弹性地基上板的动力响应，国内外进行了一定的

研究。文献[1～3]分别用变分法、级数解法、振型叠

加法讨论了 Winkler 地基上弹性地基矩形板的振动或
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动力响应问题。文献[4～12]通过积分变换方法研究了

移动荷载作用下 Winkler 地基上无限大板的动态响应

问题。鉴于温克勒地基模型与实际基地模型存在较大

差异，而弹性半空间地基模型不仅可以反映荷载作用

范围内土体的沉降变形，也能反映荷载作用范围外土

体的位移。文献[13]采用积分变换法获得了弹性半空

间均质体在匀速移动荷载作用下的动力响应。文献

[14～16]得到了动荷载作用下弹性半空间地基上无限

长大板挠度等解。地基土体在沉积的过程中具有明显

的各向异性，另外加筋土也具有明显的各向异性[17]，

但是对于正交各向异性地基上无限大板的动力响应尚

未见报道。本文在以上研究的基础上，用积分变换的

方法来求解弹性半空间正交各向异性地基上覆无限大

薄板的动力响应问题，给出了移动谐振荷载作用下无

限大板任一点的挠度以及板与地基之间的接触应力的

积分形式解，并研究了土体参数、板参数、荷载速度、

频率不同对板动力响应的影响。 

1  力学模型及方程的建立 
1.1  力学模型 

假设薄板受横向荷载 
i
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以速度 c 沿 1x 轴正向移动，在板底必有地基反力

1( , )p x t ，根据作用力与反作用力定律，在地基表面同

样作用有作用力 1( , )p x t ，且方向相反，如图 1 所示。 

 

图 1 半空间上弹性板的力学模型 

Fig. 1 Mechanical model for elastic plate on half space 

1.2  基本方程 

弹性地基板一般符合弹性薄板小挠度的 3 个基本

假设[18]，弹性地基上弹性地基板在动力荷载作用下的

运动微分方程： 
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式中，
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为弹性板的抗弯刚度，E，  ，

h为板的弹性模量、泊松比和厚度，m为无限大平板 
单位面积内的质量， 1w 为地基上薄板的挠度。 

路基的土体一般处于平面应变状态[18]，对于正交

各向异性弹性地基上作用动荷载的平面应变问题有 
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式中， 11 55~c c 为地基的弹性常数， 1u ， 3u 为分别沿

x1和 x3方向的土体位移， 为土体密度，
1 3 3 1x x x x  ， ，

为土体应力分量。 
根据文献[6]，引入移动坐标系 1 3x x ct z x  ， ，

得 
i
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i
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则方程（1）、（2）分别变为 
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式中， xu ， zu 为分别沿 x 和 z 方向的土体位移，

x z zx  ， ， 为土体应力分量。 
弹性地基半空间表面边界条件为 
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当板置于地基上并与之共同工作时，板底面与地

基表面的垂直位移相同，同时板与地基光滑接触[19]。

则有应力和变形协调边界条件： 
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2  求解方程 
采用 Fourier 变换，定义如下 
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对板的动力方程式（4）做 Fourier 变换可得 
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为了求解板的挠度 ( , )w x t ，必须建立未知反力

( , )p x t 和 ( , )w x t 之间关系的辅助方程。 
对弹性半空间体的动力方程式（5a）同样做

Fourier 变换，并改写成矩阵形式： 
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式中， 11 55A c  ， 12 13 55( )iB c c    ， 22 33 11A c D  ，  
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设方程（9）的解为 1
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式中，
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对于 z≥0的正交各向异性半空间的动力分析问
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介质的应力分量和位移分量积分形式一般解中的
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对方程（5b）的应力分量做 Fourier 变换，并将式

（13）代入得   
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对边界条件（6b）做 Fourier 变换，代入式（14）
可以求出系数 jF ： 
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式中，
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把式（15）代入式（13）得到地基的竖向位移为 
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把式（8）、（16）带入位移边界条件（6b），推出

地基反力即接触应力的大小为 
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对作用在薄板上的荷载做 Fourier 变换得 q   
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，带入式（17）、（18），并进行 Fourier  

逆变换即可求得弹性板中任一点的挠度和薄板与地基

之间的接触应力的积分形式解。 
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3  算例分析 
取薄板参数为零，采用文献[20]的荷载和土体参

数，把本文模型退化为文献[20]相同的情况。根据本

文原理和快速傅立叶变换理论[21]采用 MATLAB 软件

进行数值计算分析，得到结果如图 2 所示，图中 | | /zu b
为无量纲竖向位移幅值，横坐标 /x b为距荷载中心点

无量纲距离。本文退化后得到的土体表面竖向位移与

文献[20]吻合较好，验证了此方法的正确性。 
以移动谐振荷载作用下某公路路面板动力响应分

析为例，算例模型如图 1 所示，运用本文的原理进行

数值计算分析。板弹性模量 103.0 10 Pa，泊松比 0.15，
板厚 0.25 m，密度 2400 kg/m3，作用在板上的荷载半

长度 b=0.075 m，峰值 0q =100 kN/m2，荷载频率 f=16 
Hz，移动速度 c=20 m/s。土体参数： xE =4 MPa，

xy =0.15， zxG =1.5 MPa，  =1815 kg/m3。引入描述

土体正交各向异性参数之间的比例系数 mk （m=1，2，
3 ， 4 ），令 1y xE k E ， 2z xE k E ， 3xz xyk  ，

4yz xyk  ，调节参数 mk ，得到不同介质异性。当 mk =1
时，土体为各向同性。其中， iE 为 i方向弹性模量， ij
为 i 方向作用拉（压）应力引起 j 方向缩（伸）的泊

松比， ijG 为 i，j 坐标轴间的剪切模量。弹性系数

11 55~c c 和 iE ， ij ， ijG 之间的关系见文献[22]。 

ij 本身变化不大，它对计算结果的影响很小[19]，

故本文仅考虑 iE 的变化对板位移的影响。图 3 为给出

2k =0.7， 3k =2， 4k =8/3，仅改变 1k 时的板位移图，其

中 mk =1 的图形为各向同性土体上无限大板的变形。

从图 3 可以看出土体的各向异性对板表面位移的影响

很大，各向同性土体上板的位移偏小并且趋于平缓，

随着 1k 的增加，板位移增大，但是增加幅度很小，可

以忽略不计，特别当 1k =2.5 和 12.5 的板变形曲线几乎

重合，表明土体 y向的弹性模量 yE 对板位移的影响甚

微。图 4 给出 1k =1.25， 3k =2， 4k =8/3，仅改变 2k 时

的板位移图，随着 2k 的增加板最大位移减小。如果板

的变形过大，可以适当增加土体 z向的弹性模量 zE ，

改变 yE 则效果不明显。 

 

图 2 计算结果比较 

Fig.2 Comparisons of calculated results 

 

图 3 土体不同 yE 时板的变形图 

Fig. 3 Deformation curves of plate due to different yE  

 

图 4 土体不同 zE 时板的变形图 

Fig. 4 Deformation curves of plate due to different zE  

图 5～12 的分析均以土体正交各向异性参数之间

的比例系数为 1k =1.25， 2k =0.7， 3k =2， 4k =8/3 的基

础进行的。图 5，6 分别为 t=0 时刻不同板厚时板的变

形和板地基接触应力计算结果。从图中可以看出，板

厚对板的变形和接触应力影响很大，随着板厚的增大，

板的最大位移和接触应力变小，且波动幅度和波动频
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率减小。结果表明在实际工程中，选取适当的板厚对

减小板的变形和接触应力有很重要的作用。 

 

图 5 不同板厚时板的变形 

Fig. 5 Deformation curves of plate due to different plate  

thicknesses 

 

图 6 不同板厚时板和地基的接触应力图形 

Fig. 6 Curves of contact stress between plate and foundation due  

to different plate thicknesses 

 

图 7 不同板弹性模量时板的变形 

Fig. 7 Deformation curves of plate due to different elastic modulus 

of plate 

 

图 8 板弹性模量对板最大位移的影响 

Fig. 8 Influences of elastic modulus of plate on its maximum  

displacement 

 

图 9 不同荷载频率时板的变形 

Fig. 9 Plate deformation curves due to different load frequencies 

图 7 给出不同板弹性模量的位移图，随着板弹性

模量的增大，板位移的波动幅度减小，波动频率减小。

图 8 反映了不同荷载速度时板弹性模量对板最大位移

的影响，板的最大位移随板弹性模量的增大而变小，

表明如果板的变形过大，可以适当的增大板弹性模量。 
图 9 给出了 c=20 m/s 和不同频率荷载时的板变形

图，可以看出随着频率的增大，板位移的波动幅度减

小，波动频率增大，此时变形滞后性不明显。图 10
给出了两种速度下荷载频率在 4～40 Hz 范围内变化

时的板最大位移图，可以看出板最大位移随频率的增

大而减小，随速度的增大而增大，但速度对板最大位

移的影响很小。 
图 11 给出了不同荷载移动速度时板的变形图。从

图 11 可以看出速度对板的变形曲线有一定的影响，

c=0 时板位移关于荷载作用的中心点对称；随着速度

的增大，板变形波动幅度增大，波动频率减小，变形

滞后性越明显。图 12 给出了两种频率下荷载移动速度

对板的最大位移的影响，从图中可以看出结构的临界
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速度随频率的增大而增大，当荷载移动速度小于结构

临界速度时，板最大位移随速度的增加而变大，但当

荷载移动速度大于结构临界速度时，板最大位移随速

度的增加而变小。  

 

图 10 荷载频率对板最大位移的影响 

Fig. 10 Influences of load frequency on maximum displacement of 

plate  

 

图 11 不同荷载移动速度时板的变形 

Fig. 11 Deformation curves of plate due to different moving  

..speeds of load 

 

图 12 荷载移动速度对板的最大位移的影响 

Fig. 12 Influences of moving speed of load on maximum  

displacement of plate  

 

4  结    语 
本文研究了直角坐标系下移动谐振荷载作用下正

交各向异性地基上覆无限大弹性板的动力响应问题，

得到了无限大板的挠度和板与地基之间的接触应力的

积分形式解。并进行了数值分析，结果表明：①土体

的各向异性对板位移影响很大，土体 y向的弹性模量

yE 对板位移的影响甚微，而随着土体 z向的弹性模量

zE 的增大，板的最大位移减小。②在移动谐振荷载作

用下，板出现明显的波动现象。随着荷载频率的增大，

板的最大位移减小，板位移的波动幅度减小，波动频

率增大。③板厚对板的变形和接触应力影响很大，随

着板厚的增大，板的最大位移和接触应力变小，且波

动幅度和波动频率减小。④随着板弹性模量的增大，

板的最大位移变小，且板位移波动幅度和频率减小。

⑤结构的临界速度随频率的增大而增大，当荷载移动

速度小于结构临界速度时，随着荷载移动速度的增大，

板最大位移变大且波动幅度增大，波动频率减小，变

形滞后性越明显。本文推导的理论和分析方法为路面

的动力分析研究提供了一定的理论基础。 
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