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基于颗粒椭球体理论的隧道松动土压力计算方法 
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摘  要：基于颗粒椭球体理论认为隧道上部松动区滑动面为椭圆形，据此推导出受滑动面倾角影响的侧土压力系数计

算方法；在椭圆形松动区内竖向荷载沿水平向呈梯形分布，推导出隧道松动土压力计算方法。结果表明：当埋深低于

极限椭圆高度时，松动区域为地面线以下的极限椭圆区域；当埋深达到极限椭圆高度时，松动区为整个极限椭圆，松

动土压力不再增加。滑动面侧土压力系数是变化的，与滑动面倾角和土的摩擦角有关，随着内摩擦角增大而减小，随

着滑动面倾角增大而增大。取值范围为 0.2～0.8，介于主动土压力系数和 Krynine 侧土压力系数之间。本模型计算结果

与实测数据较为吻合，可以用于隧道设计和施工中。 
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Method for calculating loosening earth pressure around tunnels based on   
ellipsoid theory of particle flows 
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Abstract: Based on the ellipsoid theory of particle flows, that is, an ellipse sliding face is presented in the loosening zone at 

upper part of tunnels, a method is deduced to calculate the lateral earth pressure coefficient related to the inclination of sliding 

face. Besides, the method for calculating the loosening earth pressure is proposed in consideration of horizontal trapezium 

distribution of vertical loads in the loosening zone. The results show that the loosening zone behaves at the part of the limit 

ellipse under the ground line with the burial depth less than the height of the limit ellipse and a whole ellipse with the burial 

depth reaching the height of the limit ellipse, in which the earth pressure gets the maximum value. The lateral earth pressure 

coefficient is variable, and it has a positive correlation with sliding surface inclination, however, it has a negative correlation 

with friction angle. Usually, it values from 0.2 to 0.8 and ranges from the active coefficient to the Krynine coefficient. The 

proposed results are more close to the existing test data and model test data, and they can be used in the design and construction 

of tunnels. 
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0  引    言 
目前隧道所受竖向土压力的计算方法主要有简化

计算方法、考虑地层与隧道结构相互作用的方法和基

于现场量测及模型试验的方法，简化计算方法求解简

单、实用性强，在工程设计中得到广泛应用。根据埋

深和土性的差异，简化计算方法主要有全覆土柱法、

普氏理论法、太沙基松动土压力法、谢家烋法、规范

法等；当隧道埋深较浅或者土质较软时，常采用全覆

土柱法；当隧道埋深较大或土质较硬时发生土拱效应，

常采用普氏理论法或太沙基松动土压力法，其中太沙

基法在岩土工程界影响最大使用最广。 
但 Terzaghi[1]通过活动门试验及水平层析法建立

松动土压力理论时所采用的一些假设与实际有一定的

差异，国内外诸多学者对其进行了修正，可归纳为以

下 4 点：①Terzaghi 假定滑动面为垂直面，Evans 等[2]

和 Tien Heisen-Jen 等[3]根据大量模型试验观测的结果

得出滑动面并非为垂直面，而是曲面形态。周小文等[4]
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根据离心试验得出滑动面为隧道两侧向外倾斜小角度

至地面。Shukla 等[5]假定滑动面为与竖直方向成一固

定夹角，但是没有明确给出倾斜角是如何产生以及如

何确定。陈国舟等[6]假定滑动面为抛物线型，并引入

滑动面系数 m 进行松动土压力推导。②Terzaghi 松动

区域宽度取 2 2 cot(π/8 /4)B R   ，该取值没有经过试

验和现场实测验证；加瑞[7]根据挡板下落试验和颗粒

流模拟结果认为滑动土体宽度取隧道直径。武军等[8]

在假定滑动面为垂直面的基础上根据颗粒椭球体理论

得到修正滑动区宽度。③Terzaghi 假定竖向应力沿水

平向均匀分布，而实际由于拱效应的存在，隧道轴线

上方的竖向应力要小于滑动面上的竖向应力；周小文

等[4]假定竖向应力沿水平向呈梯形分布计算得到的松

动土压力与离心试验相比吻合较好。④Terzaghi 松动

土压力中侧土压力系数根据经验取值为 1，此时与实

测较为接近，但并没有给出取值的理论依据；Maston
等[9]以地下管道设计为背景，根据竖向、水平为主应

力方向建议取朗肯主动土压力系数 Ka；Jaky 等[10]取土

压力系数为静止土压力系数；Krynine 等[11]用莫尔应

力圆分析滑动面微元体受力得到侧土压力系数 Kk；

Handy 等[12]将土拱形状描述为悬链线的形式，得到侧

土压力系数；陈若曦等[13]基于主应力轴旋转理论修正

侧土压力系数，得到侧土压力系数大于 1，在隧道中

线上方侧土压力系数更大；黎春林等[14]根据盾构隧道

土拱发挥程度提出修正的侧土压力系数方法。 
可以得知，文献[9～14]是在假定滑动面为垂直面

的情况下得到侧土压力系数；文献[5，6]虽然考虑了

滑动门斜线或者曲线形态，但和文献[9～14]一样在取

值上为一固定值，没有考虑滑动面在不同倾角处侧土

压力系数的变化，同时在竖向应力水平方向上均匀分

布。文献[8]虽然在竖向应力水平方向上考虑不均匀分

布，但其推导时滑动门采用垂直面形式并且侧土压力

系数取值与 Krynine 相同。 
鉴于上述隧道松动土压力计算方法的不足，本文

尝试结合颗粒物质椭球体理论，推导出滑动面为椭圆

形时侧土压力系数的计算公式，分析了滑动面倾角取

值对侧土压力系数的影响；基于上述侧土压力系数计

算方法，并认为滑动区内部竖向应力沿水平向呈梯形

分布，推导出松动土压力计算公式，并将计算结果与

其他相关研究的实测数据进行对比，验证了该模型的

合理性。 

1  椭球体理论 
1952 年前苏联学者 TM 马拉霍夫发表《崩落矿块

的放矿》，形成了椭球体放矿理论体系。该理论最早应

用在煤矿和冶金领域，主要探究了颗粒尺寸的大小、

放矿口宽度等因素对散体流动的边界形状影响[15]。如

图 1 所示，颗粒性物质存储在贮藏仓里，在仓底有一

个开口，颗粒在重力作用下流出，所有流出的颗粒都

是从一个近似椭球体中流出去的，称之为流出椭球体，

与流出椭球体相对应的有一个极限椭球体，在这两个

椭球体间区域颗粒发生松动并产生位移，在极限椭球

体外部区域颗粒将保持静止。 

 

图 1 流出椭球体和极限椭球体 

Fig. 1 Ellipsoid of motion and limit ellipsoid 

用  表示流出椭球体的偏心率，如式（1）所示，

工程实际  在 0.90～0.98 之间变化，最常见的  取
0.92～0.96 之间。用 EN表示流出椭球体体积，用 EG

表示极限椭球体体积，假定两椭球体偏心率一样，如

式(2)所示定义松动系数 β来表示两椭球体体积之间的

关系，发现 β 在 1.066～1.100 之间变化[16]。在图 1 中，

aN为流出椭球体长轴，bN为流出椭球体短轴，aG为极

限椭球体长轴，bG为极限椭球体短轴，D 为隧道直径。 
1/2

N N(1 )b a     ，          (1) 

G

G N

E
E E

 


  。             (2) 

如图 2 所示，在活动门试验中脱落板下移时，顶

部发生变形范围 cd 大于脱落板宽度 ab，滑动面表现

为曲面形式；太沙基将滑动面简化处理为垂直面，然

后推导出松动土压力。由此可知，滑动面形态并非是

垂直面形态，曲线形滑动面更加符合实际情况；根据

大量模型试验[2-3]中滑动面的形态，可知椭球体理论应

用于滑动面形态分析中具有一定适应性。 
武军等[8]分析了颗粒椭球体理论在砂土地层隧道

极限支护压力计算的可行性，探讨了参数  ，  的敏

感程度。将放出口转换成线形只受一个方向影响，从

而三维问题转化为二维，椭球体转化为椭圆区，令虚

拟流出椭圆的面积与隧道开挖面积相等。隧道松动区

边界则为极限椭圆。当支护压力由正常支护逐渐减小

到临界支护力时，松动区域逐步扩大至极限椭圆。根
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据力的相互作用，此临界支护力就是所求的松动土压

力。 
2

N N
π π
4

D a b   ，           (3) 

联合式（1）～（3）可以求得 
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图 2 挡板脱落试验与简化模型 

Fig. 2 Trap-door experiment and simplified model 

2  松动土压力修正计算模型 
本文认为滑动面为极限椭圆，在极限椭圆与流出

椭圆内为松动区域；在滑动面上认为土体达到抗剪强

度，并据此推导出侧土压力系数与滑动面倾角之间关

系；根据椭圆方程得到滑动区宽度；在竖向应力水平

方向上考虑不均匀性，采用梯形分布模式；具体介绍

如下所示。 
2.1  滑动面形式 

滑动面与水平面夹角是变化的，用 θ 表示，θ 受

到极限椭圆形状的影响，即 ε，β 的影响，偏心率 ε 不
仅与土颗粒粒径有关，还与颗粒形状、颗粒表面摩擦

性能、黏粒含量等有关，也即土性的影响。除此之外，

可以看出 θ 随深度 Z 变化而变化，θ 与隧道埋深比H/D
也相关。为了方便计算，作以下讨论。 

如图 3（a）所示，当埋深达到极限椭圆高度时，

定义此时埋深比为临界埋深比；联立式（6）、（8）可

以得出临界埋深比的取值只与 ε，β 有关，如式（9）
所示，针对一般砂性土 ε，β 的取值范围临界埋深比大

约在 4～5 倍。如图 3（b）所示，当埋深低于极限椭

圆高度时，松动区域为地面线以下的极限椭圆区域。

当埋深超出极限椭圆区高度时，松动区域为整个极限

椭圆区，松动土压力不再继续增大，这和实际工程情

况是相符合的。 

G2a DH
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    
 
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 。  (9) 

 

图 3 椭圆形滑动面形式 

Fig. 3 Patterns of ellipse sliding surface  

2.2  滑动区域宽度 

当隧道顶部水平线与隧道相切，与极限椭球体相

交两点，则该两点距离为滑动区域宽度。由椭圆方程

可以得出滑动区域宽度近似值 2B：  
2

G2 2 (1 )(2 )B a D D    。     (10) 

2.3  竖向应力水平向不均匀分布 

太沙基假定竖向应力沿水平方向均匀分布，实际

上在隧道中线上方的竖向应力要小于滑动面上的竖向

应力。如图 4（a）所示，当隧道没有开挖时（或活动

门试验中挡板没有下移），竖向应力沿水平方向上均匀

分布；当隧道开挖时上方发生土体不均匀位移（或活

动门试验中挡板下移），从而产生土拱效应如图 4（b）
所示，在隧道正上方竖向应力减小，荷载转移到两边

土体中，两边土体主应力发生旋转并且受力状态达到

极限状态产生滑动面。由于竖向总荷载量不变，因此

隧道正上方竖向荷载小于 H ，滑动面上竖向荷载大

于 H 。 

 

图 4 活动门试验竖向荷载沿水平向分布[17] 

Fig. 4 Vertical load distribution in horizontal direction in trap-door  

experiment 
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为了考虑这种竖向应力水平方向上的不均匀性，

如图 5 所示，假设竖向应力水平向服从梯形分布，滑

动面上竖向应力为中轴线上 m 倍， 

v zm    ，              (11) 
即 m 的取值可以通过试验测得。文献[8]也指出这种竖

向应力水平向分布不均匀性，并根据试验和经验给出

m 值取值范围为 3.256～3.745。 

 

图 5 松动区内竖向荷载梯形分布 

Fig. 5 Trapezium distribution of vertical load in loosening zone 

2.4  侧土压力系数推导 

本文考虑滑动面上土体单元已达到极限应力状

态，如图 6（a）所示，滑动面与水平面夹角 θ，滑动

面上正应力设为 0 ，切应力设为 0 ；滑动面与垂直面

的夹角为 90°  ，设 h 与 0 在莫尔圆上的夹角为

，如图 6（b）所示，则 
  180° 2  。           (12) 

 

图 6 滑动面上土体莫尔应力圆 

Fig. 6 Mohr stress circle for soil in sliding face 

小主应力 3 与水平向夹角为 45° 2 2   ，

化简后可以表示为 (  45° 2) ，可以看出 的取

值范围为从 45° 2 到 90°。当 等于 90°时，即

滑动面为垂直面，此时等于 0°，即 h 等于 0 ；当

 等于 45° 2 时，可以得到  90° 2 ，此时

h 就是小主应力。R 为莫尔圆半径，由莫尔圆上几何

关系可以得到 
v h v (1 )K       ，         (13) 

v h 1
2 cos(90 )

R
 

 


 
  ，   (14) 

v h
0 sin

2
R 

 


    ，        (15) 

0 sin(R   90° )   。         (16) 

联立式（13）～（16）可以解出用竖向应力 v 和

侧土压力系数 K 表达的滑动面上正应力和切应力 

v
0

(1 ) cos
2sin( )

K 


 





  ，            (17) 

v v
0

(1 ) (1 )sin
2 2sin( )

K K  


 
 

 


  。  (18) 

由于滑动面上土体达到破坏状态，根据莫尔库仑

土体抗剪强度 0 0 tanc    ，可以得到 
sin cos1

sin( ) sin( ) tan
K 

    
 
    

 

v

sin cos 21
sin( ) sin( ) tan tan

c 
      

   
 

，(19) 

令 sin
sin( )

r 
 




，
cos

sin( ) tan
s 

  



，代入式（19），

对 K 进行化简得 

 v

v

2( tan )
1

( 1) tan
c

K
r s
 

 


 
 

  。     (20) 

可以看出侧土压力系数 K 是土体黏聚力 c 、滑动

面倾角 θ、摩擦角 φ 和竖向应力 v 的函数。 
当土体为砂土时，即 c=0 时， 

21
( 1)

K
r s

 
 

  ，           (21) 

将 r ， s和代入式（21），化简得到 
1 sin(2 )sin
1 sin(2 )sin

K   
  

 


 
  。       (22) 

可知，对于无黏性土，侧土压力系数 K 仅与滑动

面倾角 θ、摩擦角 φ 相关。 
2.5  松动土压力推导 

将式（20）代入式（17）、（18）中，消除侧土压

力系数 K 得到 
v

0
( 1)

( 1) ( 1) tan
s r c

r s r s






 

   
，      (23) 

v
0

( tan )
( 1)

s c
r s

 





 
  。            (24) 

根据水平层竖向受力的平衡可以得到 

z z v v z v
d2 d ( d d ) ( )

tan
zB z B B      


          

0 0
d d2 cos 2 sin

sin sin
z z

   
 

      
   

  。  (25) 

将式（11）、（23）、（24）代入式（25）中，并令 
1

2
mQ 

   ，                 (26) 

1 (tan cot )
tan ( 1) tan

ms QN
r s
 

 
 

    
 ， (27) 

将 Q，N 代入，对平衡方程进行简化得 

z zd d tan d dB z BQ N z Nc z        。 (28) 

在方程（28）求解中，由于滑动面上不同位置倾
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角不同，即含有 θ 的变量 N 是与 z 相关的，因此不能

直接解出微分方程。 
为了考虑整个滑动面位置的倾角同时又能够简化

计算便于运用，用式（29）定义一个等效倾角 来代

入式（28）中进行计算。曲线 S 为弧 AB，曲线积分下

限为隧道底部 A 点，上限为地表面与极限椭圆交点 B。
 为曲线 AB 上任意一点的倾角。可以看出隧道埋深

不同，所取得的曲线 S 长度不同，积分上限也不同，

当隧道埋深达到极限椭圆区域高度时，由椭圆对称性

关系可以得到  90°。 

cos d
arcos

d

B

A
B

A

l

l




 
     
 




  。        (29) 

取 0.92  ， 1.08  时为例，对式（29）进行计

算，得到不同的埋深比与 之间的关系如图 7 所示。

当隧道埋深比越大，倾角越大，滑动面整体越接近垂

直滑动面；当覆跨比较小时，等效倾角较小。等效倾

角与覆跨比相关，不同于 Shukla 简化为一固定倾角的

斜面，符合实际情况。 

 

图 7 等效倾角与埋深比的关系 

Fig. 7 Relationship between burial depth and equivalent  

inclination 

将 0z  ，取 0z p  和式（29）代入式（28）计

算得 
tan tan

0( ) (1 e ) e
tan

N z N z
QB QB

z
PB Nc Q

N Q

 




 
 

   ， (30) 

对于无黏性土，地面荷载为 0 时，式（30）简化为 
tan

(1 e )
tan

N z
QB

z
B

N









  。         (31) 

N 与滑动面倾角 θ、摩擦角 φ 相关，θ 与 ， 和

埋深比 H/D 有关；Q 与 m 相关。相较于太沙基松动土

压力公式，上述计算方法考虑了颗粒椭球体理论的滑

动面形式和竖向应力水平向不均匀性。其次，在推导

过程中，侧土压力系数 K 是土体黏聚力 c、滑动面倾角

θ、摩擦角 φ 和竖向应力 z 的函数，而不是一个定值。 
上述方法可直接计算埋深小于临界埋深的浅埋隧

道松动土压力。临界埋深计算方法见式（8）、（9）。对

于深埋隧道，极限椭圆上部区域没有剪应力发生，此

区域可以看作均布荷载 P0，这样深埋隧道便简化为均

布荷载作用于地面的临界埋深隧道，据此可以计算深

埋隧道松动土压力。 

3  结果分析 
3.1  侧土压力系数 K 取值分析 

根据式（20）可知对于黏性土而言，滑动面上的

侧土压力系数是复杂的、取值也是变化的。侧土压力

系数 K 除了与黏聚力和摩擦角有关之外，还与滑动面

倾角和滑动面的竖向应力有关。由于埋深不同，滑动

面的倾角和竖向应力也不同，因此隧道不同埋深处的

侧土压力系数也不同。为了对本文计算方法的侧土压

力系数比较分析，以下就砂性土中侧土压力系数取值

（即式（22））与其他已有研究数据取值进行比较。 
Maston建议取朗肯主动土压力系数Ka如式（32）；

Krynine 建议侧土压力系数 Kk如式（33）。本文侧土压

力系数计算方法中，当  90°时，取得最大值，且

kK K 。此外，由（22）式可知当  sin 2  为 1 时，

即  45° 2 时，侧土压力系数取得最小值，即主

动土压力系数 Ka。因此可以认为 Krynine、Maston 侧

土压力系数都是本文计算方法的一种取值情况。即侧

土压力系数是变化的，如式（34）所示，取值介于主

动土压力系数和 Krynine 侧土压力系数之间。 

a
1 sin
1 sin

K 






  ，             (32) 

2

k 2

cos
1 sin

K 





  ，            (33) 

a k
1 sin(2 )sin
1 sin(2 )sin

K K K  
  

 


 
≤ ≤  。 (34) 

如图 8 所示，当 不变时，侧土压力系数随内摩

擦角增大而减小。如图 9 所示，当内摩擦角不变时，

侧土压力系数随着滑动面倾角 的增大而增大。侧土

压力系数取值范围在 0.2～0.8 区域内，小于太沙基建

议值 1。 

 

图 8 侧土压力系数随土体有效内摩擦角的变化 

Fig. 8 Relationship between lateral earth pressure coefficient and  

effective internal friction angle of soil 
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图 9 侧土压力系数随滑动面倾角的变化 

Fig. 9 Relationship between lateral earth pressure coefficient and  

inclination of sliding surface 

3.2  松动土压力分析 

图 10 所示为无黏性土地层不同隧道埋深情况下

松动土压力大小。Krynine 和太沙基松动土压力计算

都大于实测值；太沙基虽然侧土压力系数取值偏大，

但是没有考虑竖向力水平方向的不均匀性，在滑动面

附近竖向力取值偏小，综合起来滑动面的剪应力偏小，

因此松动土压力计算偏大；Krynine 是在太沙基上修

正，侧土压力系数取值合理，因此松动土压力计算比

太沙基松动土压力更大。本文计算方法中，侧土压力

系数取值考虑了滑动面倾角和竖向应力水平向梯形分

布，m 取 3.3.～3.7 时，计算结果很接近实测数据；隧

道临界埋深比约为 4，当隧道埋深接近临界埋深时，

松动土压力收敛不再增加；当埋深继续增大时，需采

用深埋模式进行计算。 

 

图 10 松动土压力计算值与实测值比较 

Fig. 10 Comparison between calculated loosening earth pressures 

..and test data by Lee Chung-jung [18] 

图 11所示为本文计算方法与加瑞[7]Trapdoor 模型

试验数据的对比，由图中松动土压力比与 H/B 的关系

可以知，实测松动土压力比为 0.25～0.18，本文计算

方法比太沙基方法更加接近实测数据，可以减少计算

误差。 
通过上述分析，可以发现本文计算方法虽然在滑

动面上侧土压力系数小于 1，但是在滑动面附近竖向

应力大于隧道中心线上竖向应力，滑动面对于松动区

域的向上钳制作用依然大于太沙基方法，更接近实测

值和模型试验值。椭圆形滑动面和竖向应力水平向梯

形分布比太沙基模型更加能够反映真实的应力分布状

态。 

 

图 11 松动土压力计算值与加瑞模型试验[7]结果比较 

Fig. 11 Comparison between calculated loosening earth pressures 

..and results of model experiment by Jia Rui[7] 

4  结    论 
本文结合颗粒椭球体理论推导出滑动面为椭圆

形时侧土压力系数的计算公式，分析了滑动面倾角取

值对侧土压力系数的影响；基于上述侧土压力系数计

算方法，推导出松动推压力计算公式。 
（1）隧道上部松动区滑动面可认为是椭圆曲线，

当埋深低于极限椭圆高度时，松动区域为地面线以下

的极限椭圆区域；当埋深达到极限椭圆高度时，松动

区为整个极限椭圆。 
（2）给出滑动面处侧土压力系数计算公式。侧

土压力系数随内摩擦角增大而减小，随着滑动面倾角

 的增大而增大。取值范围在 0.2～0.8，介于主动土

压力系数和 Krynine 侧土压力系数之间。 
（3）本文计算方法中侧土压力系数较小，但在

滑动面处竖向应力较大，因此滑动面向上的摩擦力并

没有减小；本方法计算结果比太沙基理论更加接近实

测数据，可以用于隧道设计和施工中。 
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