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三维横观各向同性层状地基任意点格林函数求解 
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摘  要：提出了求解横观各向同性层状地基表面或内部任意点位移格林函数的混合数值算法。此算法利用 Fourier 变换

将频率–空间域的波动方程转换到频率–波数域内的状态方程，采用高精度的精细积分算法进行求解，得到频率–波

数域内的动力柔度矩阵，最后利用 Fourier 逆变换得到频率–空间域内任意点的位移格林函数。提出的算法适用于任意

横观各向同性层状地基，对地基层数和单层的厚度均没有任何的限制。数值算例验证了算法的准确性，并针对层状地

基的各向异性特性进行了参数分析。 
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Solution to Green’s functions for arbitray points in 3D cross-anisotropic 
multi-layered soil 
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Abstract: A hybrid numerical method is proposed to evaluate the Green’s functions for displacement of surface or internal 

arbitrary points in cross-anisotropic multi-layered soil. The wave motion equations in frequency-spatial domain are transformed 

into state equations in frequency-wavenumber domain using the Fourier transform. Then the dynamic flexibility matrix is 

obtained. Finally, the inverse Fourier transform is used to evaluate the Green’s functions for displacement of arbitary points in 

frequency-spatial domain. The proposed algorithm is suitable for arbitrary cross-anisotropic multi-layered soil, and there are no 

limitations for the number and thickness of the layers. The accuracy of the proposed method is validated by numerical examples, 

and a parameter analysis for the anisotropy of multi-layered soil is presented. 
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0  引    言 
地基中格林函数的求解是分析结构–地基相互作

用（SSI）问题的关键步骤，是高层建筑、核电结构、

桥梁以及大坝等抗震设计的重要内容。但对于层状地

基，由于计算比较复杂，现在做法中主要假定地基为

均质半无限空间或各向同性地基来寻求近似的地基动

力响应的解，而许多大型土木建筑及海洋工程建筑地

基不仅沿深度呈现非均质特性，而且存在水平与竖向

的各向异性特性，因此研究横观各向同性层状地基动

力响应具有十分重要的意义，而且是一个富有挑战性

的问题。 
Lamb[1]较早研究了均质半无限地基在施加表面

简谐荷载作用下的响应问题。随后，Mindlin[2]、Apsel
等[3]、Pak[4]以及艾智勇等[5]对于各向同性地基动力响

应问题都给出了多种多样的分析方法。但大部分研究

都是针对各向同性均质半无限地基，而实地测量和室

内试验表明实际工程的地基本质属性都具有不同程度

的各向异性，尤其是水平向和竖直向之间的互异性，

例如横观各向同性属性，其在静力和动力荷载情况下

都会表现出与各向同性地基情况明显不同的响应。此

外，近代技术中各向异性材料的广泛应用，研究其在

各种荷载情况下的动力响应问题是很有必要性的。

Stoneley[6]较早针对横观各向同性半无限地基进行了

研究，随后 Synge[7]和 Buchwald[8]得到了横观各向同

性半无限地基在简谐荷载作用下的动力响应，但是这

些研究都是求解表面荷载作用下的响应，对于地基内
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部的荷载不适用。Wang 等[9]、Rajapakse 等[10]得到了

横观各向同性半无限地基在内部时间–简谐荷载作用

下的格林函数，同时 Shodja 等[11]得到了横观各向同性

半 无 限 地 基 在 轴 对 称 简 谐 荷 载 作 用 下

Substrate-coating 系统的动力响应，利用 Buchwald[8]

提出的 3 个势函数将横观各向同性半无限地基的运动

方程解耦为一组对偶偏微分方程和一个独立的偏微

分方程。Rahimian 等[12]提出了一种新的高效的弹性动

力方法求解横观各向同性半无限地基位移和应力场，

应用这个方法，Khojasteh 等[13]研究横观各向同性半无

限地基在内部简谐荷载作用下的动力响应问题。 
Seale等[14]求解得到了层状半无限空间在静力或者

动力荷载作用下的响应问题，荷载可以在地基表面，

也可以在地基内部，但此方法只能求解均质半无限空

间、均质全空间或者均质单层地基情况。Yang 等[15]

研究了各向异性 BI 材料全空间的格林函数，指出时

间–简谐荷载作用下的格林函数的求解非常复杂，并且

只给出了稳态情况下移动荷载的解。Khojasteh 等[16-17]

最近给出了三维横观各向同性层状地基 BI 材料全空

间和半空间的解，Barbosa 等[18]提出了一种广义薄层

法，用来求解层状横观各向同性半无限地基的格林函

数。近年来，唐和生等[19]从柱坐标系弹性力学基本方

程出发，将位移场和应力场在径向进行 Hankel 变换，

得出在轴对称荷载作用下横观各向同性半无限弹性空

间的位移场，此后唐和生等[20]利用薄层元素法得出横

观各向同性层状地基在内、外部荷载作用下的位移格

林函数，并在此基础上分析了各向同性及横观各向同性

层状地基在不同荷载作用下沉降的差异。艾智勇等[21-22]

针对层状横观各向同性地基动力响应问题给出了非耦

合解析层元法，其中刚度矩阵的元素采用负指数方法

处理，避免了因正指数的存在而出现的计算溢出问题，

提高了计算稳定性。 
精细积分算法（PIM）是由 Zhong 等[23]和 Gao 等[24]

提出的求解一阶线性常微分方程组的精确而高效的算

法，在结构动力分析中获得了日益广泛的应用。此方

法在求解动力方程的齐次方程时具有突出的优势，其

精度可以认为是所使用计算机的求解精度，同时其数

值计算有较强的稳定性，并具有较高的求解效率。之

后 Gao 等[25]利用精细积分算法求解各向异性层状地

基内波的传播问题，取得了较高的精度，这为解决层

状横观各向同性地基动力刚度问题的计算带来了新的

希望。林皋等[26]利用 PIM 求解刚度矩阵的元素，成功

得到了各向同性层状地基的动力响应，并计算得到了

明置基础的动力刚度矩阵。本文在此基础上将地基的

各向同性特性进一步拓展为横观各向同性特性，求解

任意点的位移格林函数。针对横观各向同性层状地基

水平和竖直向杨氏模量的不同比值进行求解，分析层

状地基的各向异性对地基动力响应的影响，为工程实

际提供必要的数据参考。 

2  基本方程 
2.1  计算域的转换 

本文采用 Fourier 变换对波动方程进行空间域和

波数域的变换，因此定义与位移和应力幅值相关的傅

里叶变换对： 
i( )( , , , ) ( , , , )e d dx yx y

x y z x y z x y    
   

 
     ，(1) 
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(2) 
式中  x 和 y 分别表示沿 x 轴和 y 轴的波数；为频

率。 ( , , , )x y z  和 ( )x y, ,z,  Γ 分别为频率–空间域

和频率–波数域内的位移或应力幅值。 
对于层状横观各向同性地基（如图 1 所示），假设

其由 l 层具有不同材料属性的单层和底部半无限空间

或刚性基岩组成。层状地基内任意点的位移、应力和

应变向量分别表示为 
T

x y zu u u      u   ，             (3) 
T

x y z xy xz yz              σ  ， (4) 
T

x y z xy xz yz                。  (5) 

每一层的应力–应变关系为 

 σ D  其中
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图 1 层状横观各向同性地基 

Fig. 1 Cross-anisotropic multi-layered soil 

弹性矩阵 D的元素可以由水平各向同性面的杨

氏模量 HE 、泊松比 HH 和竖直向杨氏模量 VE 、泊松
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比 HV 以及竖直向压缩模量 HVG 共 5个材料参数求得，

计算关系为 
2
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对于地基位移–应变关系为 
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三维线弹性波动方程为 
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       (9) 

利用傅里叶变换（式（1））可以将横观各向同性

地基控制方程（9）转化为频率–波数域内的位移控制

方程： 
( )zz x xz zx y yz zyi         ( )D u D D D D u  

2 2 2
x xx x y xy yx y yy          ( ) 0D D D D u u ，(10) 

式中， u 和 u 的上标点号分别为示对竖直向坐标 z 的
二阶偏微分和一阶偏微分，  为层状地基的材料密

度。相应的系数矩阵 ( )ij i j = x y z， ， ，D 定义如下： 
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为简便起见，式（10）可以简写成如下形式： 

2( ) 0     22 21 12 11( )K u K K u K I u  ， (12) 

式 中 ， 22 zzK D ， T
21 12 x xz y yzi i    K K D D ，

2 2
11 ( )x xx y yy x y xy yx      K D D D D 。 

式（12）是二阶常微分方程，不易直接求解，此

处引入位移–应力向量的关系式： 
22 21( )  p K u K u   ，         (13) 

式中，u是与应力向量 p相对应分析问题的位移向量。 
利用对偶变量u和 p可以将基本方程（12）转换

为状态方程的形式： 
 V HV   ，            (14) 

式中，  T
V u p ，并且 
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(15) 

2.2  边界条件 

层状地基表面的自由边界条件为 

0 ( 0)z   0p   。            (16) 

对于多层地基，相邻层的交界面处需满足位移和

应力的连续条件，即 

k k
 u u ， k k

 p p ， ( 1,2, , 1, )k l l   。 (17) 

对于层状地基底部（第 1l  层）为刚性基岩的情

况，需要满足 l层底部位移为 0 的边界条件： 

l  0u   。               (18) 

而对于层状地基下卧半无限空间的情况，需要考

虑无限远处的辐射边界条件。首先求解均质半无限地

基特征矩阵 H 的特征值问题 
=HΦ Φ   ，              (19) 

式中，Λ为特征值矩阵，Φ为特征向量矩阵。二者写

成分块矩阵的形式为 

i

i

 
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
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
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 。 (20) 

其中， i 包含 3 个实部为正值的特征值。 
引入下述变量 

-1=b Φ V   。             (21) 

此时方程（14）可以写成如下形式： 

=b b ， 1

2

exp( )
( )

exp( )
i

i

z
z

z
   

     
=

c
b

c



。(22) 

式中， 1c 和 2c 为积分常数。向量 ( )zb 是一个 (6 1) 的

列向量，由式（22）可以看出， ( )zb 的分量表示向上

或者向下传播的波。由于矩阵 和 已经按照式（20）
的特定方式分块， ( )zb 的前 3 个分量表示向上传播的

波，而后 3 个分量表示向下传播的波。对于均质半无

限地基，因为没有向上传播的波，位移向量 u和应力

向量 p必须保证为有限值，因此需要有 1  0c 。 
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将方程（22）代入方程（21）中可得 
111 12

221 22
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c
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  。   (23) 

应用方程（23）可以得到半无限地基表面的边界

条件为 
l lp K u   ，           (24) 

式中， 1
22 12


 K Φ Φ 。 

2.3  状态方程的求解 

选取层状地基任意层作为分析层，其上下边界分

别为  a bz z, ，设 au 和 ap 分别为 az 端的位移和对偶应

力向量， bu 和 bp 分别为 bz 端的位移和对偶应力向量。

基于一阶线性常微分方程（14）的解，对于线性保守

体系，典型层的两端位移和应力向量存在以下关系[25]： 
b F a G b u M u M p ， a Q a E b p M u M p     (25) 

其中系数矩阵 FM ， GM ， QM 和 EM 为矩阵 11H ， 12H ，

21H 和 22H 的函数，而矩阵H 只与地基材料参数、频

率和波数有关。 
由式（25）可以看出，一旦线性保守体系中的边

值 au 和 bp 确定，则整个体系  a bz z, 内的位移和应力

便可全部求解得出。当地基厚度 b az z 较大时不能直

接求解得出系数矩阵，但当地基厚度很小时，可以利

用 Taylor 级数进行求解。其具体求解方法可参见文献

[25]，本文只给出简单的计算过程。选取任意相同材

料属性的地基层 ( 1,2, , )k k l  进行说明，假设其厚度

为 1k k kh z z   ，首先将地基层 k 划分为 12N （ 1N 为任

意正整数）个相同厚度的子层，则每个子层的厚度为
12N

kh  ；其次将每一个子层进一步划分为 22N （ 2N
也为任意正整数）个微细薄层，则每一个微细薄层的

厚度为 22N  。由此可见，对于微细薄层，其厚度

 非常的小，所以与微细薄层对应的系数矩阵 ( )F M ，

( )G M ， ( )Q M 和 ( )E M 可由 Taylor 级数展开近似求

解。首先对微细薄层进行 2N 次的合并，可以得到地基

子层的系数矩阵；然后子层进行 1N 次的合并，可以得

到地基任意相同材料属性层的系数矩阵；最后对地基

的全部层进行 1l  次的合并，可以得到整个层状地基

体系的系数矩阵。对于微细薄层和子层的合并，每合

并一次，微细薄层和子层的数量将减少一半，由此可

见，尽管在求解过程中将地基分为若干的子层和微细

薄层，但需要合并的次数并不多，并且运算过程中的

矩阵均为 3×3 的数值矩阵，所以整个计算过程的计算

量很小，求解效率比较高。 

3  频率-波数域内动力柔度矩阵 
为求解层状地基内部激励点和接收点体系在频率

–波数域内的动力柔度矩阵，整个体系由激励点和接收

点所在的平面分为 3 部分（如图 2 所示）。利用第 2

节的精细积分算法可以求解出任意保守体系内层状地

基两端的位移和应力向量的关系式，即式（25），现将

其进行转化写成如下统一形式： 
a aa ab a

b ba bb b

     
         

p K K u
p K K u

  ，   (26) 

其中， 
1

1

1

1

 

 

 

 

aa Q E G F

ab E G

ba G F

bb G









 


  


  
 

，

，

，

，

K M M M M

K M M

K M M

K M

      (27) 

 

图 2 层状地基内部激励点与接受点体系 

Fig. 2 The source and receiver system in multi-layered soil 

将图 2 中的 3 部分分别利用式（26）可得各部分

上下表面应力和位移之间的关系为 
1 1 1 1
1 11 12 1

1 1 1 1
2 21 22 2

            
        

p K K u
p K K u-

    (部分 1) ， (28) 

2 22 2
2 211 12

2 22 2
3 321 22

           
       

p uK K
p uK K-

    (部分 2) ， (29) 

3 3 3 3
3 11 12 3

3 3
4 21 22 4

            
        -

p K K u
p K K u

    (部分 3) 。 (30) 

式中，上标分别表示对应部分 1、部分 2 和部分 3，下

标 1，2，3 和 4 分别表示地基表面、激励点平面、接

收点平面和半无限地基表面的位移和应力向量。 
对于整个层状地基体系，平衡方程可以表示为 

1 1
1 111 12

1 1 2 2
2 221 22 11 12

2 2 3 3
3 321 22 11 12

3 3
4 421 22

 
+



    
                        

,

P UK K
P UK K K K
P UK K K K
P UK K K

(31) 
或简写为 

P KU   。              (32) 
式中   T1 2 3 4 ， ， ，P P P P P 可看作为外荷载向量；

( 1  2  3  4)i i  ，，，P 为 i 平面的外荷载向量，且 1 1P p ，
1 2

2 2 2 -P p p ， 2 3
3 3 3 -P p p 以 及 4 4 l -P p p ；

 T
1 2 3 4 ， ， ，U U U U U 为位移向量， ( 1  2  3  4)i i  ，，，U

是 i 平面的位移向量，且 1 1U u ， 1 2
2 2 2 U u u ，
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2 3
3 3 3 U u u 以及 4 4 l U u u ； K 为层状地基体系频

率–波数域内的动力刚度矩阵； K 为式（24）中的动

力刚度矩阵。 
对方程（32）中的 K 求逆，可得位移向量为 

( , , ) ( , , ) ( , , )z z z     U F P   ，   (33) 

式中， 1( , , ) ( , , )z z   F K 表示频率–波数域内层

状地基动力柔度矩阵。 

4  层状地基格林函数的求解 
利用第 3 节求解得出三维波动问题频率–波数域

内激励点–接收点体系的动力柔度方程（式（33）），其

中 ( , , )z F 的元素 ( , , )ij z F 表示在 j 层面上施加外

部单位幅值激励作用下 i 点的位移幅值，即 
( , , , ) ( , , , ) ( , , , )i x y ij x y j x yz z z        u F p    

( , 1,2,3,4)i j    ，         (34) 

式中，变量 x 和 y 分别表示沿 x 和 y 的波数，在柱坐

标系下可以展现为如图 3 所示，其中激励点置于 z 轴
上，相应的坐标系的转换矩阵为 

( )
x

y

zz

 
  
   
      
   

  

R ，

sin cos 0
( ) cos sin 0

0 0 1

 
  

 
   
  

R 。(35) 

 

图 3 三个角度 ,  ,     的定义 

Fig. 3 Denifinition of three angles ,     and   

对于横观各向同性地基，可以令 0x  和 y 
将双重 Fourier 变换转化为一维 Fourier 变换积分，极

大的降低了数值求解的计算量[27]，此时柱坐标系下动

力柔度矩阵与直角坐标系下动力柔度矩阵的关系为 
T( , , , ) ( ) (0, , , ) ( )ij x y ijz z      F R F R  。 (36) 

波数 ( , )x y  和 ( , )  之间的转换可以应用笛卡

尔坐标系和柱坐标系之间的转换 

( )
x l
y r
z z


   
      
   
   

R ，

sin cos 0
( ) cos sin 0

0 0 1

 
  

 
   
  

R 。(37) 

相应的不同坐标系内的位移和荷载向量转换可以

写成 

( , , , ) ( ) (0, , , )
( , , , ) ( ) (0, , , )

i i

j j

x y z r z
x y z r z

  
  


 

 
 
u R u
p R p

 ( , , )i j s r ，(38) 

其中， cosx r  ， siny r  ， 2 2r x y  ，    
arctan( / )y x 。 

为了在柱坐标系下进行积分变换，式（35）和（37）
可以通过引入角度来更方便地实现（如图 3 示）： 

2


       。           (39) 

角度  定义了波数 ( , )  相对于空间坐标 ( , )l r 的转

动，并且两个变换关系（35）和（37）可以合并为 
( ) ( ) ( )  R R R   。           (40) 

应用式（34）、（36）、（38）和（41），利用 Fourier
变换的逆形式（式（2））可以得到 

2π

2 0 0

1( , , , ) ( ) ( ) (0, , , )
4πi ijx y z z    


  u R R F  

 T i sin( ) ( ) (0, , , )e d dr
j z       R R p  。 (41) 

式中， sin x yr x y     。 
对于任意平面 j 激励点处微圆盘上施加的 x ， y

和 z 向均布荷载，微圆盘的半径为 r 。在柱坐标系内，

该荷载幅值可以表示为 
2

T

/(π )     ( )
(0, , , )  

( )

 

j

x y z

r r rr z
r r

p p p


  

     
    

0


   

≤
，

。

pp

p

  (42) 

利用式（1）将荷载 (0, , , )j r z p 转化到频率–波

数域内  
2π i sin

2 0 0
(0, , , ) e d d

π
r r

j z r r
r

   
  

  
pp  

1
2(0, , , ) J ( )j z r

r
  


  


pp   。     (43) 

式中  J ( )n  为第一类的 n阶 Bessel 函数； 是径向的

波数；表示波数和坐标向量 ( , )  和 ( , )r  之间的夹

角。注意当 0r  时，可以得到集中荷载的表达形式： 
(0, , , )j z   p p  ( 1J ( ) 2r r    ) 。 (44) 

将式（43）代入方程（41）中可以得到任意均布

荷载情况下的格林函数为 

 

T
10

2π T i sin

0

( , , , ) ( ) ( )J ( )d  
π

1 ( ) 0, , , ( )e d  
2π

i ij

r
ij ij

x y z r
r

z  

    

    

   








G
 ，

。

pu R R

G R F R
 (45) 

相似的，将式（44）代入方程（41）中可以得到

任意集中荷载作用下的格林函数为 

   

T

0

2π T i sin

0

( , , , ) ( ) ( ) d  
2π

1 (0 ) e d  
2π

i

r

x y z

, ,z,  

    

    

  








 ，

。

pu R GR

G R F R
  (46) 
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注意圆盘均布荷载是以 z 轴为轴对称分布，向量

p 可以从对的积分中分离。式（46）的第二式可以

进行解析求解，因此格林函数的求解将只有对波数的

一维积分，从而极大地降低了双重积分的计算量，提

高求解效率，此一维积分可以通过五点高斯积分很容

易的实现。 

5  数值算例 
5.1  三维横观各向同性层状地基格林函数 

利用本文算法求解横观各向同性层状地基三维波

动问题的格林函数，层状地基材料属性见表 1 所示。

在地基内部 4.0h 深度处施加水平和竖直向的集中荷

载，求解 0a =2.0（ 0 sa h c / ，且 sc G  / ）时格林

函数 rru 和 zzu 沿深度变化的值，无量纲形式： 

( ( ) ( ))hu k z ic z
G

    ，        (47) 

计算结果见图 4。此处将计算结果与文献[17]结果进行

对比，由图 4 可见，二者基本完全拟合，从而验证了

本文算法的准确性。 
表 1 三层半无限地基材料属性 

Table 1 Material properties of soil with three layers and half-space 
层号 EH EV νHH=νHV GHV ρ h 

1 2.5 3.0 0.25 1.0 1.0 1.0 
2 3.0 4.0 0.25 1.4 1.1 1.0 
3 5.0 5.0 0.25 2.0 1.3 2.0 
4 7.5 6.0 0.25 2.5 1.5 无限 

 

 

图 4 层状地基格林函数的对比( 0 2a  ) 

Fig. 4 Comparison of Green’s functions for multi-layered soil  
( 0 2a  ) 

5.2  横观各向同性层状地基水平和竖直向杨氏模量

比值对位移格林函数的影响 

利用本文算法求解层状地基内部的格林函数，层

状地基材料属性见表 2 所示。为研究层状地基的各向

异性属性对格林函数的影响，选取不同的水平和竖直

向弹性模量的比值 H Vn E E / 进行求解，此算例中分

别取 1/3，1 和 2，其中 1n  的情况表示各向同性地基。

在地基内部1.5h深度处施加水平和竖直向的集中简谐

荷载，并分别求解 0 2.0a  和 4.0（ 0 sa h c / ，且

s 44c G  / ， HG 和  均为第一层的材料属性）时位

移格林函数 xxu 和 zzu 沿深度变化的值，将其写成式

（47）的无量纲形式，计算结果见图 5～8。由图易见，

随着比值 n 的变化，格林函数均发生较大的变化，尤

其对于格林函数的虚部，曲线峰值随着 n 的增大而增 
大，峰值点对应的频率值也有微小的变化。此外，随

着深度的增加，格林函数的实部在 1.5 h 处逐渐趋近

于无穷大，当深度大于 1.5 h 后，格林函数又随之减

小，而对于格林函数的虚部却表现的与之不同，在施

加荷载的层面未出现奇异值。对于无量纲频率 0a =4.0
的情况，与 0a =2.0 的情况相比，格林函数曲线在同样

的深度范围内表现出更加明显的波动特性。 
表 2 两层弹性半无限地基材料属性 

Table 2 Material properties of soil with two layers resting on an 

elastic half-space 
层号 EH νHH=νHV ρ h 

1 2.5 0.25 1.0 1.0 
2 1.3 0.30 1.0 0.5 

半空间 0.533 1/3 0.89 无限 

 

 
图 5 层状地基沿 z 轴的格林函数 

Fig. 5 Green’s functions for multi-layered soil along z-axis  
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图 6 层状地基沿 z 轴的格林函数 

Fig. 6 Green’s functions for multi-layered soil along z-axis 

 

 

图 7 层状地基沿 z 轴的格林函数 

Fig. 7 Green’s functions for multi-layered soil along z-axis  

 

 

图 8 层状地基沿 z 轴的格林函数 

Fig. 8 Green’s functions for multi-layered soil along z-axis 

 

6  结    语 
地基各向异性特性对基础与层状地基动力相互作

用有十分重要的影响，本文提出了一种求解横观各向

同性层状地基任意点格林函数的数值算法。首先利用

傅里叶积分变换将横观各向同性层状地基的波动方程

转换为频率–波数域内的两点边值问题的常微分方程

组，运用精细积分方法求解并得到频率–波数域内的动

力柔度矩阵，然后再将得到的地基动力柔度系数转换

到频率–空间域内，从而得到横观各向同性层状地基的

位移格林函数。本文提出的算法可以求解横观各向同

性层状地基表面或内部任意点的格林函数，数值算例

验证了本文算法的精确性。此外，分析了地基的各向

异性特性对地基位移响应的影响，结果表明，横观各

向同性层状地基水平向和竖直向材料参数的不同对地

基的动力响应有显著的影响，在实际工程计算中应予

以考虑，不可以进行简化处理。 
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