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竖井冻结壁形成过程的光滑粒子法模拟 
陈佩佩，白  冰 

(北京交通大学土木建筑工程学院，北京 100044) 

摘  要：土体在冻结管作用下的冻结过程会涉及到相变潜热释放问题，准确描述冻结管周边的温度分布特征及冻结锋

面移动规律对确定冻结壁的厚度和安全合理设计有重要意义。光滑粒子算法作为一种拉格朗日型无网格粒子方法以其

独特的优势，已成功地应用于多种类型工程科学问题的求解。基于光滑粒子法编写了相应的计算程序并尝试着求解相

变导热问题，通过一个简单的具有解析解的算例验证了其实用性和可靠性，从而给出求解此类问题的一种新的求解思

路，并拓展了光滑粒子法的应用范围。最后针对煤矿井筒建设中冻结壁成形过程进行数值分析，计算了单圈等间距设

置冻结管时的温度场的分布演化特征，比较了热物理性质不同的两种土体介质在相同冻结条件下的冻结效果，重点分

析了采用不同交错布孔方案对冻结壁成形过程的影响，从而为工程设计提供一定的依据。 
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SPH simulation of forming process of frozen wall of shaft 

CHEN Pei-pei, BAI Bing 
 (School of Civil Engineering, Beijing Jiaotong University, Beijing 100044, China) 

Abstract: The freezing process of soil under the action of freezing pipe is related to the release of latent heat of phase change. 

An accurate description of temperature distribution characteristics near the freezing pipe and the freezing front movement rules 

is very important to determine the frozen wall thickness and safety design reasonably. The smoothed particle method, as a 

Lagrange meshless particle method, has been successfully used in solving many kinds of engineering problems with its unique 

advantages. The problem of heat conduction involving phase change is solved by the corresponding calculation program based 

on the smoothed particle method, and the practability and reliability of this method is verified through numerical examples with 

analytical solution, so a new solution for solving this kind of problem is given and the application range of the smooth particle 

method is extended. In the end, numerical analysis of forming process of frozen wall in construction of a coal mine shaft is 

carried out. The distribution and evolution characteristics of the temperature field are calculated under the condition of freezing 

pipe with single-ring and uniformly-spaced arrangement. The freezing effects of two kinds of soil media with different thermal 

physical properties are compared under the same freezing condition, and the influences of schemes with different staggered 

distribution holes on the forming process of frozen wall are emphatically analyzed so as to provide a basis for engineering 

design. 
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0  引    言 
冻结法是在含水丰富地层进行井筒建设、隧道地

铁施工、深基础开挖等的一种特殊方法，其实质是在

待建井筒及隧道的周围预先打一圈钻孔，安上冻结管

后使低温媒介在其中循环，逐渐冷却土层以形成一定

厚度的冻结壁从而抵抗土压力并阻止地下水的涌入，

随后开凿井筒或隧道。冻结法在中国最早应用是在煤

井建设中，现已在复杂的水文地质条件下建成了数百

个井筒，近些年在南方地下水丰富地区的地铁建设中

也经常使用人工冻结技术施工，今后冻结法仍然是治

理流砂和地下土层水的主要手段之一。实践表明，土

体冻结过程中形成的温度场对确定冻结壁的厚度和冻

土的强度有重要意义，为了冻结壁设计的安全可靠以

及经济合理，开展冻结管周边土壤在相变条件下温度
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场的演变规律研究很有必要。 
事实上，冻结过程是一个非常复杂的物理过程，

因为在凝固时会放出潜热发生相变且固液交界面的位

置预先是不确定的，固液两种相态的热物理参数也不

是相同的，同时所求问题计算域的几何形状可能也不

是规则的，对于这样复杂的有相变的不稳定温度场的

解析计算仅局限于一些半无限大或者无限大区域，且

具有简单边界条件与初始条件的一些理想化情形，因

此对伴有相变导热问题的研究多是采用数值计算技

术。Zienkiewicz 等[1]发展了有限元方法用以求解涉及

到相变潜热的热传导问题，讨论了若干个算例并和其

他方法做了对比，表明了有限元法的可靠性及有效性；

Comini 等[2]描述了应用有限元方法计算热物理参数随

温度变化情况及复杂辐射–对流条件下的非线性不稳

定相变导热问题，为考虑相变效应的影响提出使用平

均技术计算比热容，并使用了不需要迭代计算、无条

件稳定的三层时间积分方案，但在某些特定情况下的

计算误差是不能接受的；Morgan 等[3]给出一种新的平

均计算技术计算比热容，其中所采用的比热容公式比

Comini 等[2]的形式更为简洁，且可以获得更好的计算

结果；Del Giudice 等[4]给出一个基于温度梯度的比热

容计算方法，本质上说这也是一种平均方法，据报道

可以获得合理精度的解；Dalhuijsen 等[5]比较了以上两

种不同的平均计算技巧，发现 Giudice 等[4]的方法比向

后差分时间积分法略微准确，另外也对比了有限元数

值求解凝固问题时不同时间积分方法的效果；Pham
等[6]针对等效比热容函数在相变区域表现出的奇异行

为，使用了集中质量法以便获得三对角比热容矩阵，

数值试验表明该算法具有更好的精度；Voller 等[7]建议

了一个可以利用线性化离散技术的源项法，它可以较

好地处理等温相变和非等温相变所对应的不同特点的

潜热释放问题；Swaminathan 等[8]在研究相变问题时提

出了一个同时可以利用等效比热容法和源项法优势的

耦合算法，该算法可以考虑到对流效应，可以很好地

处理和相变相关的潜热演化；Beckette 等[9]提出一个

r-自适应移动网格法数值求解了基于热焓概念的相变

导热问题，该算法能够较好地预测温度场分布及相变

界面的位置；Jana 等[10]采用移动网格法对伴有相变现

象的导热问题进行了求解，其中对相变界面应用了一

个简单的线性插值技术进行处理获得很好的界面捕捉

效果，但是需要复杂耗时的自适应网格生成过程；

Tavakoli 等[11]提出一种无条件稳定完全显式的有限差

分法求解凝固问题，数值计算表明该方法具有较好的

稳定性，然而该算法是针对某些特定问题而提出的；

Yang等[12]基于 sigmoid函数构建了一个等效比热容导

热模型，并采用 Element-free Galerkin（EFG）法进行

求解，经过数值测试表明所建议的模型能够给出令人

满意的数值解。 
以上研究文献从数理微分方程的角度上讲大致可

以分两种类型[13]。一种是所谓的“热焓法”，即提出

一个积分形式的焓（总热量）定义，在整个计算域（包

括固液相及相变界面）上建立一个统一的能量守恒方

程，这样通过一个数学变换得到新的模型方程，可以

将相变边界条件以另外一种方式给予考虑，同时定解

条件的提法和原模型问题是完全一样的。热焓法中焓

和温度同时是待求场量，数值计算出计算域的焓场后，

在根据温度和焓之间的关系得到相应的温度场，因此

计算时往往需要额外的计算量，并且为避免相变遗漏

现象必须格外小心地处理温度和焓之间的关系。热焓

法的应用一般是纯物质等温度相变的情况，即假定相

变温度区没有厚度，对于三维问题来讲只是一个几何

曲面，因此相变过程发生在一个有限温差范围内的物

质（如合金、食品等）就不能使用上述的热焓法。为

此，提出了“等效比热容法”，事实上它是将相变潜热

隐式的包含于等效比热容中，从而得到一个和典型热

传导方程形式完全一致的数学模型，只不过其中的比

热容函数是根据物质相变演化特点而定义。然而，新

引入的比热容函数使得问题呈现出高度非线性，以致

需要迭代计算过程且会出现强烈振荡，收敛变得难以

控制而使得计算发生困难。近年来，新一代无网格光

滑粒子法以其独特的计算域离散及函数逼近特点备受

瞩目，其以一系列任意分布的点形成计算框架，而不

是预先定义好的网格系统，因此可以轻易离散任意几

何形状的计算域；基于所谓的粒子近似概念可以获得

函数及其导数的近似表达式，程序易于实施且具有较

高效率。本文尝试采用光滑粒子法求解相变导热方程，

其中对相变边界条件的处理是直接进行的，而不是通

过一个新的微分模型方程隐式的考虑相变潜热释放，

通过一个简单的具有解析解的数值算例进行验证，表

明了该算法的有效性和可靠性，进而针对煤矿井筒建

设工程中常见的冻结问题进行数值分析，给出了冻结

锋面随时间的演变规律，从而为实际工程设计施工提

供一定的依据。目前为止，采用光滑粒子法数值计算

冻结相变问题的文献非常少见，从而将该新型数值方

法的应用范围进行了拓展。 

1  数学模型及其离散格式 
1.1  冻结模型方程 

根据土体冻结过程中的物理现象，在抽象其模型

方程时作如下 3 个假定。 
（1）正在发生相变的区域的传热过程与其他区域
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的传热过程有着极大的区别，数值计算中假定土体冻

结相变发生在 0℃时且同时放出潜热,潜热放完后温度

才降到相变温度以下。 
（2）土层中水分在温度降低到相变温度以下时并

未全部结冰，假定冻结区域含冰量（或含水率）取为

常数； 
（3）忽略因温度梯度的存在而引起的水分迁移，

不计水分向冰冻峰面的转移。 
这样，根据热能守恒理论土层冻结的数学模型可

表述如下： 
在未冻区有 

ll l
ll l l yx

TT T kC k
yt x yx


              

 ， (1) 

式中，Tl 为温度，t 为时间， l 为未冻土密度，一般

情况下是常数，Cl为未冻土的比热容，klx和 kly分别为

未冻土的 x 方向和 y 方向的热传导系数[13-14]。 
在冻结区有 

ss s
ss s s yx

TT T kC k
yt x yx


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 ， (2) 

式中，Ts为温度， s 表示冻土密度，一般情况下是常

数，Cs 表示冻土的比热容，ksx 和 ksy 分别表示冻土的

x 方向和 y 方向的热传导系数[13-14]。 
在冻结峰面（移动相变边界）上有 

Tl=Ts  ，                    (3) 
s l

s l s
T T Sk k L
l l t


  

 
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  ，     (4) 

式中，ks 和 kl 分别表示冻土和未冻土热传导系数，l
表示冻结锋面的法线方向，L 表示相变潜热，S 表示

冻结峰面的位置[13-14]。                
1.2  SPH 离散格式 

对未冻区的热能守恒方程（1）右边第一项进行

粒子近似，可以得到[15-16] 
n

1 1 1 11
1 2

1

( )( )xi xj i j ij j
ijx

j ij i ji

k k T T W mT xk
x r xx 
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                                      (5) 
式中  klxi 和 klxj分别为未冻土的 x 方向热传导系数在

粒子点 i 和 j 处的值；Tli和 Tlj分别为粒子点 i 和 j 处
的温度值；rij为粒子点 i 和 j 之间的距离；xij为粒子点

i 和 j 之间 x 方向坐标值之差；Wij/xi 为定义在粒子

点 j 处的核函数关于 xi的偏导数；mj/ j 为和粒子点 j
相对应的体积；式中左边项的下标 i 表示该项在粒子

点 i 处的值。 
同理，对未冻区的热能守恒方程（1）右边第二

项进行粒子近似，可以得到[15-16] 
n

l 1 1 11
l 2

1
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y ij

j ij i ji
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                                       (6) 
式中  klyi和 klyj分别为未冻土 y 方向的热传导系数在

粒子点 i 和 j 处的值；yij为粒子点 i 和 j 之间 y 方向坐

标值之差；Wij/yi为定义在粒子点 j 处的核函数关于

yi的偏导数，式中左边项的下标 i 表示该项在粒子点 i
处的值。 

进一步可以得到未冻土粒子点 i 对应温度变化率

为[15-16]  
n

1 1l
1 12
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  ，           (7) 

式中，Cli为未冻土在粒子点 i 处的比热容值， 1i 为未

冻土土在粒子点 i 处的密度值。 
同样的，可以得到冻土区粒子点 i 对应温度变化

率为[15-16] 
n

s ss
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式中，ksxi 和 ksyj分别为冻土的 x 方向和 y 方向的热传

导系数在粒子点 i 和 j 处的值，Tsi和 Tsj分别为粒子点

i和 j处的温度值，Csi为冻土在粒子点 i处的比热容值，

si 为冻土在粒子点 i 处的密度值。 
经过数值离散将复杂的偏微分方程转换成与其相

等价的一组常微分方程组，在计算域内的每一个粒子

点处对应一个常微分方程，即粒子点 i 处的温度变化

率可以由其最近相邻粒子点上的场量信息进行加权求

和近似，从数学角度上看这种加权近似得到的等式是

一个常微分方程，因此最终可以将连续形式的偏微分

方程转化为等效的已知初始条件的常微分方程组进行

求解。 
通过使用标准的时间积分算法，如跳蛙法、预测–

校正法和龙格–库塔法等可以很容易对常微分方程组

进行数值积分，并计算出每一个粒子点对应的变量

场[17-18]，对于显式时间积分方法其格式如下，即 

   1
n

n n
i i

i

TT T t
t

       
  ，        (9) 

式中，上角标 n+1 表示第 n+1 时间步，上角标 n 表示

第 n 时间步，下角标 i 表示第 i 粒子点。 
    与其他显式时间积分方案一样，时间步长的选取

对计算的稳定性至关重要，为了获得经济合理的时间

步长，据 Clear 等[18]的研究报告选用如下的公式获得

计算需要的时间步长，即 
2 /t h k    ，            (10) 
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式中，计算参数 的选取决定了数值积分的稳定性，

为避免计算结果发散的同时保证计算速度不至于过

慢，本文计算中 β 取 0.1，h 表示核函数的光滑长度。 
1.3  相变潜热的数值实施 

在每一时间步积分开始前，已知的信息是计算域

内每一个粒子点对应的温度值、材料热物理参数、表

明计算域内所有粒子点相态的记号向量 L_S(i)、潜热

L（每个粒子点对应的潜热为一常数）以及相变粒子

的潜热累加变化量 Q_heat(i)，当然函数逼近所需要的

核函数、光滑长度等信息也是已知的。需要说明的在

是本文中，记号向量 L_S(i)里的元素为-1 时表示粒子

点为固态，+1 表示为固态，而 0 表示粒子点正处于相

变状态。这样关于相变潜热的数值计算过程可以按如

下的步骤进行，即：①第 n 时间步一开始，根据一个

标准子程序计算当前时间步的计算域内每个粒子的温

度变化率。②根据第 n 步得到的温度变化率，更新计

算域内相变粒子的潜热累加变化量 Q_heat(i)，若某一

个粒子点的潜热累加变化量等于其对应的相变潜热

L，改变这些相变粒子在记号向量 L_S(i)中的记号（随

之重新赋予其新的材料参数，如对于凝固相变过程，

则给粒子赋予的是固相状态下的材料属性；而融化相

变过程，则要给粒子重新赋予的是液相材料参数）；如

果其潜热累加变化量不等于该粒子点对应相变潜热，

依然保持其粒子的记号为 0；对于其他粒子依然其原

有特性。③根据第 n 步得到的温度变化率，更新计算

域内所有粒子点的温度值，依据所设定的相变标准遍

历所有粒子点判定出满足相变标准的粒子，然后在记

号向量 L_S(i)中改变其记号为 0，表明计算域内又有

一个粒子已经进入相变状态，然而这时其潜热尚未完

全释放（或吸收），在随后的热传输过程中将这些新达

到相变状态的粒子失去（或得到）的热能存储到向量

Q_heat(i)中。④判定出计算域内所有的相变粒子，强

制赋予其温度值为相变温度，然后进入下一时间步循

环。 
明显的，整个计算过程中在固相和液相粒子之间

一直存在着一些粒子，其温度是相变温度但是潜热并

没有完全失去（或得到），在导热过程中始终需要检测

它们的潜热累加改变量。可以看出，在已有导热程序的

基础上添加一个判断粒子点得失潜热的子程序并对其

稍作修改，便可以轻易实现相变导热问题的数值计算。 
 

2  数值验证 
2.1  半无界空间上的凝固问题 

一维半无限空间上液体初始时刻温度 Ti 均匀分

布，它高于相变温度 Tm，被限制在 x>0 的半空间内液

体在时间 t=0 时，x=0 的边界面温度降到 T0，它低于

相变温度 Tm，且当时间 t>0 时，边界温度一直保持在

T0，假定凝固过程忽略体积的变化，则可以获得该问

题积分形式的解析解。然而在积分求解半无限计算域

上的温度分布规律及确定冻结锋面的位置时需要计算

参数，该参数是在给定材料的热物理参数及边界

条件后求解下式得到，即[14] 
22

s l
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  。            (11) 

式中  kl和 ks分别是液相和固相的热传导系数； l 和

s 分别表示液相和固相的热扩散系数；Cs表示固相的

比热容；L 表示材料的相变潜热。作为对数值计算进

行评价的算例，为方便地获得一个作为检测标准的解

析解，参照 Carslaw 等[14]的有关做法对式（11）进行

简化，即假定所计算材料液相和固相的热物理参数分

别为 
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              (12) 

式中，Cl表示液相的比热容。 
因此，式（11）可以简化为[14] 

2
2

i m
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
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 。 (13) 

式（13）是一个复杂的超越方程，对其进行求解

获得参数的显式表达式的过程十分繁琐，为了获温

度分布的显式表达式的可行做法是指定  =1，Tm 
=1.0，Ti =1.2，进而求解式（13）得到 T0=0.1906。 

在假定条件式（12）及简化计算的基础上，可以

得到固相域温度分布规律为 
m 0

s 0
( )

( , ) erf ( / 2 )
erf ( )
T T

T x t T x t



    ； (14) 

液相域温度分布规律为 
m i

l i
( )

( , ) erfc( / 2 )
erfc( )
T T

T x t T x t



    ；  (15) 

移动界面的位置函数为 
( ) 2x t t   。                (16) 

图 1分别给出了不同时刻采用SPH算法和解析算

法得到的温度分布特征，其中温度曲线斜率显著变化

的点代表了移动界面的位置。从中可以看出，采用SPH
算法得到的数值解和解析解有着很好的吻合度，它能

够很好地模拟计算域内冻结锋面两侧的温度分布特

征，因此基于无网格 SPH 算法计算相变问题是可靠有
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效的，计算精度令人满意。 

 

图 1 不同时刻 SPH 解和解析解的温度分布特征 

Fig. 1 Temperature distribution of SPH solution and analytical  

solution at different time 

表 1 不同时刻 SPH 算法下的固液界面位置 

Table 1 Position of solid-liquid interface using SPH algorithm at  

different time 

时间/s 解析解/m  SPH 数值解/m 误差/% 

0.01 0.1000 0.1000 0 

0.10 0.3162 0.3125 1.20 

0.15 0.3873 0.3875 0.05 

表 1 给出了和图 1 对应的 3 个不同时刻点条件下

采用 SPH算法捕捉到的冻结锋面位置，可以看出 t=0.1 
s 时误差最大，即 1.2%，其余两个时刻点的误差远小

于 0.1 s 时刻的，事实上表 1 进一步验证了 SPH 算法

求解过程的有效实用性。 
2.2  试验对比 

为验证伴有相变潜热效应的土体冻结模型的有效

性和可行性，使用文献[19]中封闭条件下土的单向冻结

试验数据作为一个参照和数值解做对比，同时计算了不

考虑相变的土体冻结模型所对应的数值解。试验中所使

用的土柱基本几何参数及初边界条件如表 2 所示。 
表 2 冻结试验中的土柱及边界条件参数 

Table 2 Properties of soil column and boundary conditions in  

.freezing tests 

土性 
土柱 

直径/cm 

土柱 

高度/cm 

初始 

温度/℃ 

上部 

温度/℃ 

下部 

温度/℃ 

含水率

/% 

粉质黏土 15 20 1.0 -5 1.0 18 

试验中采用的土样为东北某高速铁路站场路基的

细颗粒土，其制作参照 TB 10102—2010《铁路工程土

工试验规程》中规定进行，土样含水率为 18%，其对

应的粉质黏土密度为 s = 1 =1800 kg/m3，热物理参数

为 kl =3.05 J/(msK)，ks =2.68 J/(msK)，Cl=2124    
J//(msK)，Cs=2508.5 J/(msK)，相变潜热 L=33500 
J/kg，依据 3 组冻结试验测试结果的平均值，试验选

用的土样冻结相变温度为-0.25℃。参照相关文献[18]
的做法模拟上述单向冻结试验，计算中边界条件和初

始条件和试验设定的完全一致。为了获得较高的计算

精度，计算域中均匀的布置了 120701 个粒子，粒子间

距两个方向均是 0.0005 m，时间步长是 0.01 s，核函

数的光滑长度取为 0.0006 m。 
从图 2 中可以看出，计算中考虑相变释放的潜热

效应时，通过 SPH 数值模拟计算出的冻结锋面的演化

规律与试验实测的冻结深度变化规律吻合的更好一

些，这主要体现在：在冻结前期阶段考虑相变的数值

解最大误差不超过 10%，不考虑相变的最大误差为

40%；另外，不考虑相变效应时，冻结锋面位置在 20 
h 左右就会稳定，而考虑冻结相变效应时，冻结锋面的

位置大概在 35 h 左右达到稳定，这和实测数据表现出

的特征是一致的，导致这种现象的原因是相变释放的潜

热使土体冷却变慢，即意味着需要额外更多的时间将潜

热带出土体。因此从以上分析中可知，考虑相变潜热的

土体冻结模型结果和实际情况更为符合一些。 

 

图 2 SPH 解和试验测试相对应的的冻结锋面演化特征 

Fig. 2 Evolution profile of freezing front corresponding to SPH  

..solution and tests 

3  数值算例 
在实际工程中冻结孔一般会根据工程的需要沿圆

周等间距布置，因此在冻结壁形成过程中的温度场具

有对称性，在数值模拟时可以取一个扇形子域进行计

算（如图 3（b）所示），而得到的温度场分布演化特

征可以表示整个冻结壁成型过程中的温度场演变规

律。在图 3（a）中主面是指通过井筒中心与冻结管中

心的垂直平面，界面是指井筒中心与两相邻冻结管中

心连线中点所构成的垂直平面，轴面是指两相邻冻结

管中心的环形连线所构成的垂直平面。作为一个数值近

似计算，冻结孔可以处理为一个计算域中的点，因为

相比整个计算域而言冻结孔的横截面积是非常小的。 
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图 3 计算几何模型 

Fig. 3 Computational geometry model 

工程中遇到的一类典型中粗砂的热物理参数为 kl 

=1.86 J（msK），ks =2.56 J（msK），Cl=1465.1 J（kgK），

Cs=1088.4 J（kgK），ρs=ρl=2090 kg/m3，L=52875.8 
J/kg[20]。其定解初始条件是 15℃，计算边界（界面）

为一个绝热边界，扇形计算子域的另外一个边界恒为

15℃。 
图 4 给出了冻结开始后 6 个不同时间点对应的冻

结管周边温度分布特征，其中图 4 中的刻度表示以井

筒中心为极点的径向坐标。在冻结前地层的初始温度

是均匀分布的，冻结管中低温媒介循环流动会逐渐带

走土壤中的热能，以致在每个冻结管周围形成冻结土

柱。在冻结开始的前期，冻结土柱（即相变温度等值

线）是圆形的，然而受相邻冻结管相互作用的影响，

冻结土柱变为椭圆形且可以发现这个椭圆的形心与冻

结管并不重合。可以看到大约在冻结开始后的 40 d 左

右时，两个相邻冻结管的冻结土柱交圈（即相交接），

交圈以后冻结土柱的形心趋于和冻结管重合。冻结过

程中，除了 0℃等温线外冻结管周边的的等温线呈现出

向井筒形心内凹的现象，且计算时间跨度的后期 0℃
等温线也呈现出内凹的趋势，同时可看出两个冻结管

之间的界面对称线和其周边的等温线是正交垂直的，

事实上，这种垂直正交现象是冻结管沿轴面等间距布

置及等冻结温度荷载共同作用下的对称效应的必然体

现。 

 

 

 

 

图 4 不同时间点冻结管周边的温度演化规律 

Fig. 4 Temperature evolution profile near freezing pipe at different  

time points 
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图 5 给出了不同时刻沿两不同对称面的温度演化

特征，其中图 5（a）中横坐标 r=5 m 对应的是冻结管

的位置，图 5（b）中横坐标 r=5 m 对应的则是过冻结

管的轴面对应的位置。从图 5（a）中可以看出，以冻

结管所在的轴面为参考面，其两侧土体的冻结速度随

时间逐渐的变慢，并且 r＜5 m 对应范围内的冻结速

度明显的要快于 r＞5 m 对应范围内的，温度并不以

r=5 m 为对称面呈现出对称分布。通过和图 5（a）的

对比，从图 5（b）中可以发现同一时刻界面上的土体

冻结程度显著的低于主面上的冻结程度，事实上这种

现象很容易地解释，即离冻结管越近冻结效果越好。

同时也可以看出，沿着两不同对称面（即 OA 主面和

OB 界面）的冻结特征是完全一致的，即同一时刻沿

着径向方向，距离 r=5 m 轴面越近的区域冻结程度越

高；若距 r=5 m 轴面相同的距离，离井筒圆心近的冻

结效果更好一些。 

 

 

图 5 中粗砂介质两不同对称面上的温度演化特征 

Fig. 5 Temperature evolution characteristics of two different  

symmetric planes in sand medium 

在井筒建设中，冻结管往往会穿越不同的土层，

不同类型的土体介质的热物理性质差异很大，为了安

全起见分析相同冻结条件下的不同土壤的冻结效果十

分必要。这里取常见的一类典型黏土作为对比，其热

物理参数为 kl=1.51 J（msK），ks=2.05 J（msK），

Cl=1548.8 J（kgK），Cs=1172.1 J（kgK），ρs=ρs=2050 
kg/m3，L=530718 J/kg[19]。需要说明的是，定解条件和

计算子域与中粗砂的一样，计算结果绘成图 6。 
图 6 给出的是黏土介质两不同对称面上的温度演

化特征。通过和图 5 对比，可以看出相冻结条件下中

粗砂介质的冻结效果会好一些，这种现象可以从材料

介质的 3 个重要热物理参数（热扩散系数、相变潜热

和比热容）上解释。计算得到：中粗砂未冻时和已冻

时的热扩散系数分别为 6.07×10-7和 1.13×10-6 m2/s，
而黏土未冻时和已冻时的热扩散系数分别为 4.76×
10-7和 8.53×10-7 m2/s。明显的，中粗砂已冻或未冻状

态下的热扩散系数均大于黏土的热扩散系数，因此相

同条件下中粗砂介质内部热能传播快一些，即相同时

间内冻结管会从中粗砂层带走更多的热能。潜热作为

衡量物质从一相转为另一相所吸收或放出热量，这意

味着在相同冻结条件下物质的潜热越大，则需要越长

的时间才能得到相同的冻结效果，比热容在很多文献

中相对于潜热称之为显热，两者之和表示物质所蕴含

的总热量，这样冻结情况下 1 kg 的中粗砂需要释放的

总热量为 52875.8+1465.1T .J（T 表示温度改变量），

相比之下黏 土需要 释放的总 热量为 530718+ 
1548.8T .J。因此，相同冻结条件下中粗砂的冻结程

度会高于黏土介质。 

 

 

图 6 黏土介质两不同对称面上的温度演化特征 

Fig. 6 Temperature evolution characteristics of two different  

symmetric planes in clay medium 

冻结孔的设置形式对冻结效果有很大影响，有时

为了尽快推进工程进度必须在短时间内获得满足设计

要求的井筒冻结壁，多孔交错布置冻结孔作为一种常

用的方案，人们特别关注其冻结效果。本文考虑三孔

及四孔交错相邻的情况，假定所有冻结孔为双圈布置，

外圈直径为 5 m，内圈直径为 4.2 m，三孔和四孔的外

圈两相邻冻结孔的对应的圆心角为 13.846°（即相当

于等间距布置 26 个冻结管），而内圈两相邻冻结孔对

应的圆心角分别为 13.846°和 6.923°（即等间距布置

52 个冻结管），具体的布置方案可见图 7，其中图 7（a）
和图 7（b）中的 OA 和 OB 和图 3（a）中的 OA 和 OB
是相对应的。为了与单圈等间距布置方案相比较，土

性及定解条件与上述中粗砂一致，两种冻结孔布置方

案的计算结果分别绘成图 8，9。 
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图 7 冻结管交错分布示意图 

Fig. 7 Staggered distribution of freezing pipe 

图 8 给出了三孔交错布置方案条件下中粗砂介质

中两不同对称面上的温度演化特征。从图 8 中可以看

出，冻结壁厚度的的增长速度比单圈等间距布置方案

的明显要快很多，这是内圈和外圈上设置的交错相邻

冻结管（多个冷源）共同作用的结果。沿着两个对称

面(OA 面和 OB 面)的两圈之间区域（即 4.2 m<r<5 m）

的土体冻结程度最高，温度下降最快，这是相邻冻结

管的相互强影响区，两圈之外区域的温度曲线的形状

与单圈等距设置冻结管情况下的温度曲线是类似的，

只是温度降低的速度有所加快。 

 

 

图 8 中粗砂介质三孔交错布置方案条件下两不同对称面上的 

温度演化特征 

Fig. 8 Temperature evolution characteristics of two different  

       symmetric planes in sand medium under three staggered  

layout schemes 

图 9 给出了四孔交错布置方案条件下中粗砂介质

中两不同对称面上的温度演化特征。从中可以看出，

由于内圈上冻结管设置密度增加一倍，相比三孔交错

布置方案，其冻结效果明显要好，冻结壁的厚度增加

速度明显要快，且其冻结程度明显要高(即 4.2 m<r<5 
m 之间区域的温度明显地低一些)，两圈之外的冻结扩

展速度也快一些；冻结壁的厚度及两圈之间（即 4.2 
m<r<5 m）的温度在冻结开始后大约 30 d便趋于稳定，

其趋于冻结管温度（即-20℃）的速度越来越慢。 

 

 

图 9 中粗砂介质四孔交错布置方案条件下两不同对称面上的 

温度演化特征 

Fig. 9 Temperature evolution characteristics of two different  

       symmetric planes in sand medium under four staggered  

.layout schemes 

 

4  结    论 
（1）尝试将光滑粒子法应用于相变导热问题的数

值计算，在已有导热程序基础上嵌入考虑相变潜热释

放的子程序，其程序实施过程是简单直接的，从而实

现了光滑粒子法在相变问题求解中的应用。 
（2）使用一个已有解析解的算例进行数值验证，

计算表明：采用 SPH 算法得到的数值解和解析解有着

很好的吻合度，它能够很好地模拟计算域内冻结锋面

两侧的温度分布特征，并且很好地捕捉到冻结锋面位

置，表明了光滑粒子算法的可靠性、有效性。 
（3）针对煤矿井筒建设中冻结壁的成形过程进行

分析，大约在冻结开始后 40 d 左右相邻冻结管形成的

冻结土柱开始交圈，交圈后 0℃（即相变温度）等值

线形状相比冻结前期发生明显变化；冻结过程中，除

了 0℃等温线外冻结管周边的的等温线呈现出向井筒

形心内凹的现象，且计算时间跨度的后期 0℃等温线
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也呈现出内凹的趋势。 
（4）冻结孔的设置形式对冻结效果有很大影响，

从冻结效果的角度上看双圈四孔交错布置方案最好，

双圈三孔交错布置方案次之，单圈等间距方案最差；

文中规则的交错布置方案得到的结果对估算因施工造

成的孔位不规则分布时的冻结效果具有一定的参考价

值。 
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