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横观各向同性层状地基上弹性矩形板的参数研究 
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摘  要：根据横观各向同性单层地基的解析层元，结合土体之间的层间连续性条件，得到了横观各向同性层状土体在

任意均布荷载下的位移解答。结合弹性矩形板与层状地基表面的位移协调条件和光滑接触条件，推导出横观各向同性

地基与弹性矩形板共同作用的解析解。随后编制了相应的 Fortran 程序进行数值计算，分析了板土刚度比、土体横观各

向同性和土体层状特性，模型中各个参数对计算结果的影响。结果表明：板土刚度比  、横观各向同性参数 m 和层状

性质参数 对计算结果影响更大，横观各向同性参数 n 和层状性质参数 β 影响则相对较小。 
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Parametric study on an elastic rectangle plate on transversely isotropic              
multi-layered soils 
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Abstract: According to the analytical element of a single layer and the continuity conditions between each layer, the vertical 

displacements of transversely isotropic multi-layered soils under arbitrary vertical uniform loads are obtained. Based on the 

displacement coordination and smooth contact, the analytical solutions to the interaction problem between the flexible 

rectangular footing and transversely isotropic multi-layered soils are derived. A Fortran module is developed to analyze the 

effects of the rigidity of the rectangular footing, transversely isotropic and stratified characters. The results show that the 

rigidity ratio of plate to soil γ, transversely isotropic parameter m and stratified parameter α exert a great influence on the 

vertical displacements of soils, while the influence of parameters n and β is limited.  
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0  引    言 
天然地基在长期自然沉积过程中，往往呈现出横

观各向同性和层状的性质，因此在研究地基与基础共

同作用时采取横观各向同性地基模型是更符合实际

的。陈光敬等[1]运用传递矩阵法求解了成层横观各向

同性弹性体轴对称问题，顿志林等[2]采用位移函数解

法得到了轴对称横观各向同性地基的通解；艾智勇等[3]

在直角坐标下，推导出三维层状横观各向同性地基的

非耦合传递矩阵解；后来，艾智勇等[4]又进一步求得

了三维横观各向同性地基的非耦合解析层元解。对于

板土共同作用问题，袁聚云等[5]基于成层横观各向同

性弹性体轴对称问题的传递矩阵解，研究了中心荷载

下对称刚性板的地基沉降和反力；艾智勇等[6]则基于

三维层状横观各向同性地基的非耦合传递矩阵解，对

弹性矩形板下的横观各向同性多层地基进行了初步分

析。与传递矩阵法相比，解析层元法中矩阵元素仅包

含负指数函数，计算结果稳定且不受计算深度影响。

艾智勇等[7]采用柱坐标，基于解析层元法研究了轴对

称横观各向同性层状地基上刚性圆板与地基共同作用

问题。本文采用直角坐标，基于解析层元法进一步研

究弹性矩形板与横观各向同性地基的共同作用问题，

并分析板土刚度比、地基的横观各向同性及层状性质

对地基沉降的影响。 
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1  单层地基的解析层元 
单层横观各向同性地基表面和任意深度 nh 处位

移和应力的关系为[4] 
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式中， ijk 为精确对称的解析层元元素， ijk 和 ijt 具体见

文献[4]， ( , )z nu h ， ( , )z nh  分别是 z 方向的位移 zu 和

正应力 z 为 Fourier 变换后的量， 为 Fourier 变换参

数。 c ( , )nu h ， d ( , )nu h ， c ( , )nh  ， d ( , )nh  分别是

cu ， du ， c ， d 为 Fourier 变换后的量， 
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式中， x yu u， 分别是 x y， 方向的位移， xz yz ， 是 z 面
上沿 ,x y 方向的剪应力。 

2  层状地基的解析层元解 
层状横观各向同性地基示意图如图 1 所示。其中，

hE 为水平向弹性模量， vE 为竖向弹性模量； vG 为竖

直面上的弹性模量， h 为水平向应力引起的正交水平

向应变的泊松比， vh 为竖直向应力引起的水平向应

变的泊松比。 

 
图 1 横观各向同性地基示意图 

Fig. 1 Transversely isotropic multi-layered soils 

层状地基的连续性条件为 

 ( , , ) ( , , )x i x iu x y h u x y h   ，         (3a) 
 ( , , ) ( , , )y i y iu x y h u x y h   ，         (3b) 

 ( , , ) ( , , )z i z iu x y h u x y h   ，         (3c) 
( , , ) ( , , )xz i xz ix y h x y h    ，         (3d) 

 ( , , ) ( , , )yz i yz ix y h x y h    ，         (3e) 

 ( , , ) ( , , )z i z ix y h x y h    。          (3f) 
式中， ( , , )x iu x y h 表示第 i 层中深度 iz h 处的 x方向

的位移， ( , , )x iu x y h 表示第 1i  层中深度 iz h 处的 x
方向的位移，其它同理。 

将式（1）应用于各层，并结合层间地基的连续性

条件，就可组装出整个成层体系的总体刚度矩阵： 

  

，(4) 

式中， iK 为第 i 层土体的解析层元。 
式（4）即为层状地基三维问题在 Fourier 变换域

内的解。 

3  层状地基与弹性矩形板共同作用 
层状地基与弹性板共同作用的剖面示意图如图 2

所示。弹性板的尺寸为2 2b a ， ( , )x y 为板的挠度，

( , )p x y 为矩形板上作用的荷载， ( , )q x y 为矩形板底面

地基的反力。考虑板与地基光滑接触，则仅有竖向荷

载 ( , )q x y 作用于地基表面，于是边界条件可以表示为 
 ( , ,0) ( , )     ( , )z x y q x y x b y a  ≤ ≤  ，  (5a) 

( , ,0) ( , )      ( , )zu x y x y x b y a ≤ ≤  ， (5b) 

( , ,0) 0xz x y   ，                 (5c) 
( , ,0) 0yz x y   ，                 (5d) 

( , , ) ( , , ) ( , , ) 0 x n y n z nu x y h u x y h u x y h   。  (5e) 

 
图 2 板土共同作用示意图 

Fig. 2 An elastic rectangle plate on transversely isotropic  
..multi-layered soils 
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考虑到式（4）左端第二项不为零，将式（5）进

行双重 Fourier 变换后再带入式（4），并对矩阵进行运

算，可以得到： 

22( ,0) ( )zu f q   ，             (6) 
式中， 22f 为式（4）中刚度矩阵的逆矩阵中第二行第

二列的元素， ( )q  为二重 Fourier 变换域内竖向荷载。 
根据经典弹性薄板理论，薄板的挠曲方程为 

4 ( , ) ( , ) ( , )D x y p x y q x y    。      (7) 

对式（7）进行二重 Fourier 变换得： 
4 ( ) ( ) ( )D p q       ，          (8) 

式中，
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，为板的抗弯刚度，其中 bE ， b

和 bh 分别为板的弹性模量、泊松比和厚度； 2 为

Laplace 算子，
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分别为 ( , )x y ， ( , )p x y ， ( , )q x y 相对应的二重 Fourier 
变换后的形式。根据弹性矩板与地基表面竖向位移的

协调条件，可得： 
( ,0) ( )zu      ，              (9) 

联立式（6），（8），（9）得到： 
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对式（10）进行 Fourier 逆变换，可求得竖向荷

载下横观各向同性地基与弹性矩形板共同作用的接触

应力；进而根据式（6）、（8）可分别求得地基和板表

面的位移。 

4  数值分析与讨论 
4.1  验证 

为验证本文理论及计算方法的正确性，将本文退

化到弹性半空间上弹性方板的情况，并与文献[8～10]
的竖直位移解进行对照。计算时，方形板的参数如下：

边长 4 ma b  ，板厚 b 0.2 mh  ，弹性模量 0.343E   
× 510  MPa，泊松比 b 0.167  。弹性半空间地基的

杨氏弹性模量 0.343E  × 310  MPa ，泊松比为

0.4  。从表 1 可见，本文计算结果与样条有限元

法[8]、等参有限元法[9]及半解析数值法[10]的结果符合

得很好，这就验证了本文方法的正确性。 
表 1 弹性半空间地基表面竖直位移 

Table 1 Surface vertical displacement of multi-layered soils (m) 

样条元法[8] 

8  8 网格 

等参元法[9] 

8  8 网格 

半解析法[10] 

8  8 网格 
本文方法 

0.01062 0.01061 0.01060 0.01061 

4.2  板土相对刚度对计算结果的影响 

为方便分析，定义无量纲板土相对刚度比为    

/D 3
v1( )G b ，无量纲土体竖向位移为 *

zu  v1 /zG u pb，
其中 v1G 为第一层土的剪切模量。为了剔除地基层状

性质对计算结果的影响，取单层横观地基进行分析。

弹性矩形板参数取：长宽比b ∶ 1a  ∶ b1  ， 0.167，
板厚 b 0.2 mh  。土体参数取： h v= =20 MPaE E ， 

h vh 0.25   ，土层厚度 30 mh  。取 0.5  1.0  5.0  ， ，

三种情况进行分析，板底竖向位移结果见图 3。由图 3
可见，土体竖向位移随着 的增大而减小；当 5  时，

板中心处土体和板边缘处土体的差异沉降很小，表明

此时弹性板的刚度较土体而言很大，近似于刚性板与

土体共同作用。 

 

图 3 板土刚度比 对竖向位移的影响    

Fig. 3 Influence of stiffness ratio   on vertical displacement 

4.3  横观各向同性性质对计算结果的影响 

横观各向同性参数主要包括： h v/n E E 为水平弹

性模量与竖向弹性模量之比； v v/m G E 为剪切模量

与竖向弹性模量之比。首先研究土体横观参数 n对计

算结果的影响。这时弹性板参数为：长宽比 b ∶ 
2a  ∶1，板厚 b 0.2 mh  ，板土相对刚度 0.5  。

土体模型取横观各向同性单层土体，其参数为：

h vh 0.25 0.4m   ， 。分别取 1  2  3n  ，， 来做比对。

n对土体竖向位移的影响见图 4。由图 4 可知，土体

竖向位移随着 n增大而减小，随着 n的不断增大，这

种减小幅度越来越小，表明 n的变化对土体竖向位移

的影响有限。 

 

图 4 横观各向同性参数 n 对竖向位移的影响 

Fig. 4 Influence of parameter n on vertical displacement 

其次研究土体横观参数 m 对计算结果的影响。
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2n  ，分别取 0.2  0.3  0.4m  ， ， 作对比，算例的其它条

件同上。m 对土体竖向位移的影响见图 5。由图 5 可

知，土体竖向位移随着m 的增大而减小，且位移减小

幅度较为均匀。 

 

图 5 横观各向同性参数 m 对竖向位移的影响 

Fig. 5 Influence of parameter m on vertical displacement  

4.4  层状性质对计算结果的影响 

以两层土为例研究层状性质对计算结果的影响。

定义 v1 v2/G G  为上层土体剪切模量与下层土体剪

切模量之比， 1/h b  为上层土体厚度与板宽度的比

值。首先研究 对计算结果的影响。弹性板计算参数

同 4.3 节。土体参数为： 1 2 2n n  ， 1 2 0.3m m  ，

2.0  ， 1 4 mh  ， 2 16 mh  。分别取 0.5  1.0  2.0  ， ，

作对比。 对土体竖向位移的影响见图 6。由图 6 可

知，土体竖向位移随着 的增大而减小，且位移减小

幅度较为均匀。 

 

图 6 参数 对竖向位移的影响 

Fig. 6 Variation of vertical displacement with different values of 
   

其次研究  对计算结果的影响。取土体总厚度

20 mh  ， 2.0  。分别取 1  2  3  ，， 进行分析，其

它参数均同上。 对土体竖向位移的影响见图 7。由

图 7 可知，土体竖向位移随着 的增大而减小，但位

移减小幅度逐渐变小。本算例与工程实践中地基加固

类似， 2.0  表明上层土体较下层坚硬， 的增大可

看作土体加固深度增大，计算结果表明加固深度增大

有利于减小土体位移，但是这种减小位移的效果随着

加固深度的增大不断减弱，这一点也与工程实际相吻

合。 

 

图 7 参数 β 对竖向位移的影响 

Fig. 7 Variation of vertical displacement with different values of β 

5  结    论 
本文通过推导弹性矩形板和横观各向同性地基共

同作用的解析层元解，编制了相应的 Fortran 程序，得

到其在物理域内的解答。通过与文献结果进行对比分

析，验证了本文理论及数值计算结果的正确性。算例

分析表明，板土刚度比和土的横观各向同性及层状性

质性质对土体竖向位移有着明显的影响，其中板土刚

度比 、横观各向同性参数m和层状性质参数 对计

算结果影响更大，而横观各向同性参数 n和层状性质

参数  影响则相对较小。具体而言： 
（1）土体竖向位移随着板土刚度比 的增大而减

小；当 5  时，板中心和板边缘的差异沉降很小，表

明此时弹性板的刚度很大，近似于横观地基与刚性板

共同作用。 
（2）土体竖向位移随着横观各向同性参数n增大

而减小，而且随着 n的不断增大，这种减小幅度越来

越小；土体竖向位移随着横观各向同性参数m 的增大

而减小，且位移减小幅度较为均匀。  
（3）土体竖向位移随着层状性质参数 的增大

而减小，且位移减小幅度较为均匀；层状性质参数
的增大可看作土体加固深度的增大，计算结果表明加

固深度的增大有利于减小土体位移，但是这种减小位

移的效果随着加固深度的增大不断减弱。 
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