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横观各向同性层状地基上埋置刚性条带基础 
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摘  要：提出了求解横观各向同性层状地基埋置刚性条带基础动力刚度矩阵的精确算法。算法利用空间变换方法求解

得到了横观各向同性层状地基表面或内部任意点的动力位移响应，针对开挖基础求解开挖区域内节点群的动力柔度矩

阵，最后利用容积算法求解埋置刚性条带基础动力刚度矩阵。此算法采用精细积分算法求解频率–波数域内层状地基的

动力柔度系数，对层状地基的层数和厚度均没有任何限制。此外，算法基于维数较小的矩阵（2×2）运算，数值计算

稳定，求解效率较高，数值算例验证了所提算法的精确性及对横观各向同性多层地基的广泛适用性。 
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Solution of dynamic stiffness matrix for rigid strip foundations embedded in   
layered transversely isotropic soil 
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Abstract: A precise algorithm is proposed to evaluate the dynamic stiffness matrix of the rigid strip foundation embedded in 

layered transversely isotropic soil. The space transformation method is used to obtain the dynamic displacement response of 

arbitrary nodes at the surface or in the layered transversely isotropic soil. Then the dynamic flexibility matrix of the nodes in the 

excavation scope is established. Finally the flexible volume method is introduced to evaluate the dynamic stiffness matrix of the 

rigid strip foundation. The proposed method solves the dynamic flexibility coefficients of the layered soil in the frequency-wave 

number domain by using the precise integration method, and there is no limit to the number and thickness of layers. In addition, 

the computation is based on the matrix algebra with small dimension, and the computation is always stable with high efficiency. 

Numerical examples demonstrate the accuracy and the wide applicability of the proposed method to the layered transversely 

isotropic soil. 
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0  引    言 
结构–地基相互作用问题是一个复杂的课题，是土

动力学、结构动力学、地震工程学、岩土及结构抗震

工程学、计算力学及计算机技术等众多学科的交叉性

研究课题。由于许多大型土木建筑及海洋工程建筑都

是坐落在层状地基之上的，并且层状地基表现出不同

程度的各向异性特性（例如河北沧州海兴核电站、日

本的柏崎刈羽核电站等），复杂层状地基的研究越来越

受到人们的重视。近几十年来，各国的研究者采用多

种多样的算法，对结构–层状地基动力相互作用开展了

大量的研究工作[1-4]。 
对于横观各向同性均质半无限地基的研究，早期

的解析解法可以给出一个地基动力响应的精确解，计

算效率高，有利于对本质问题的理解。Gazetas[5]得到
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了横观各向同性层状地基表面条带基础动力响应，该 
方法只能处理均质半无限或者单层地基的情况。 

高速发展的计算机技术促进了数值方法的研究，

它已经成为了研究结构–地基动力相互作用问题的重

要手段，并且使波动解析解所遭遇的问题在一定程度

上得到了缓解，从而导致基础动力响应求解问题的研

究内容、研究范围和研究深度得到进一步的拓展，例

如有限元法[6]、边界元法[7]，以及基于此两种算法的

混合算法[8]。上述数值算法在处理结构–半无限地基动

力相互作用时都具有其优越性，但大多只在近场考虑

地基的非均匀特性，或者只能处理单层地基的情况，

对于更为复杂的层状地基的情况则仍有诸多问题需要

解决。林皋等[9-10]结合 Fourier 变换方程和精细积分算

法对二维层状地基动力响应提出了高效而精确的算

法。艾智勇等[11]运用对偶积分方程求解了横观各向同

性层状地基与刚性条形基础接触应力问题。以上算法

均处理层状地基表面动力响应的问题，对于层状地基

埋置条带基础将不再适用。 
Wang 等[12]求解得到了均质半无限正交各向异性

地基上埋置条带基础动力刚度矩阵，但该算法不能处

理层状地基情况。20 世纪 80 年代边界元法的出现促

进了动力刚度研究的进展，此方法满足无限远处辐射

条件，有利于无限地基的处理。Kausel 等[13]提出了有

限元离散与解析解相结合的薄层法求解层状地基动力

响应问题，此方法将层状地基进一步分成水平薄层，

竖直向采用有限元离散，波只在水平向传播，采用波

数振型分解方法进行求解，但竖直方向的离散可引起

数值结果散乱[14]，需采取措施提高计算精度和稳定

性。Spyrakos 等[15-16]和韩泽军等[17]利用有限元和边界

元相结合（FEM-BEM）的算法求解层状地基上埋置

条带基础动力响应问题，埋置基础利用有限元离散，

对于无限域地基利用边界元求解，在两者的交界面进

行协调耦合，此方法对于多层地基情况较难得到基本

解，从而只能求解单层地基或者均质半无限的情况。 
综上所述，寻求一种既保证计算精度，同时具有

较高计算效率的求解横观各向同性层状地基上埋置基

础动力刚度矩阵的算法具有重要的理论价值和实际意

义。Gao 等[18]所提出的精细积分算法可以高效、可靠

而准确地在频率–波数域内进行多层地基波的传播分

析，这为解决任意层状地基动力响应问题的计算带来

了新的希望。本文将精细积分方法求解动力方程的高

精度、高稳定性的特点应用到弹性地基动力分析中，

求解得到了二维横观各向同性层状地基表面或内部任

意点的格林函数。在此基础上，结合容积算法求解横

观各向同性层状地基上任意开挖条带基础动力刚度矩

阵。 
 

1  基本方程 
将直角坐标系的坐标原点设置在层状地基的表

面 0 0z z  处， x 轴为水平向， z 轴竖直向下，每层

地基均为均质横观各向同性属性，层状地基包括 l 层，

第 k 层的厚度由 1k kz z  ( 1  2  )k l ，， ， 来确定（图

1）。对于无限长条带基础埋置于横观各向同性层状地

基之上的问题可以简化为广义平面应变问题，即假定

波动只沿水平 x 方向传播，且外部激励在 x z 平面

内，层状地基几何和材料属性以及所受荷载均与 y 方
向无关，因此应力、应变和位移均仅为 x 和 z 的函数。 

 

图 1 横观各向同性层状地基 

Fig. 1 Transversely isotropic layered soil 

定义空间域坐标 x 和波数域波数 两者之间的

Fourier 变换关系为 
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式中， 是沿 x 方向的波数；为频率； x z ( ， ， )
和 z ( ， ， ) 分别表示频率–空间域和频率–波数

域内的位移和应力等函数。 
对于地基位移–应变关系为 
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式中，u， v和w 分别为 x ， y 和 z 方向的位移。 
广义平面波动问题的动力控制方程为 
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  (3) 

对于横观各向同性材料，应力–应变关系定义为 
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(4) 

横观各向同性层状地基材料的弹性矩阵有 5 个控

制参数，分别是指水平向和竖直向杨氏模量 HE 和 VE 、

竖直面剪切模量 VHG 以及水平面和竖直面的泊松比

HH 和 VH ，5 个参数与弹性参数存在满足关系： 
2 2
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式中   H Vn E E / ； 2
HH HH VH1 1 2a n     ( )( )；

VHG 可由试验测得或由下式给出[5]： 
2
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本文主要讨论频率域内层状地基动力响应问题，

消掉位移和应力变量里的时间因子 ie t ，此时层状地

基频率–空间域内的控制方程（3）可以对应写为 
2 2 2

2
66 13 66 112 2

2 2
2

55 442 2

2 2 2
2

66 66 13 332 2

( ) 0

0

( ) 0

u w ud d d d u
z x z x
v vd d v

z x
w u wd d d d w

x z x z







   
        

  
  

 
   

        

   

  

   

，

，

。

(7) 

由方程不难看出，波动方程解耦为平面内的 P-SV
波和出平面的 SH 波，对于广义平面应变问题只需考

虑平面内的 P-SV 波问题即可。利用 Fourier 变换（式

（1））可以得到频率–波数域内的波动方程为 
2
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式中 u 和 u 分别表示位移向量对坐标 x 的二阶和一

阶偏导数，且 
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引入位移变量 u的对偶变量： 

 T
xz z   p   ，           (10) 

根据应力–位移的关系，可知 p 满足 22(   p K u  

21 )K u 。利用对偶变量u和 p可以将基本方程（8）转

换为状态方程的形式： 
 V HV   ，             (11) 

式中，  T
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可以注意到，对偶向量的引入使二阶线性常微分

方程（8）转化为一阶线性常微分方程（11）。方程（11）
的解是指数函数，矩阵H 只与层状地基属性、频率和

波数有关，对于地基厚度较大或者波数较大的情况，

直接求解均容易造成指数溢出。Gao 等[18]采用精细积

分算法求解此类方程取得了较好的效果，在保证数值

计算稳定的同时，得到了较高的精度。基于精细积分

算法对一阶线性常微分方程（11）的解（具体求解过

程可参见文献[18]），对于线性保守体系，任意层状地

基上下表面的位移和应力向量存在以下关系（如图 2
所示）： 

b 1 a 2 b

a 3 a 4 b

 
 

  

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，

。

u M u M p
p M u M p

         (13) 

式中  au 和 ap 分别为层状地基上表面的位移和应力

向量； bu 和 bp 分别为层状地基下表面的位移和应力

向量；系数矩阵 1M ， 2M ， 3M 和 4M 是矩阵 A，B ，

C 和 D的函数。 

图 2 任意层状地基上下表面位移应力向量 

Fig. 2 Displacement and stress vectors at upper and lower surface  

of arbitrary layered soil 

对于多层地基，相邻层的交界面处需满足位移和

应力的连续条件，即 
 

    1 2 1  
k k

k k k l l

 

 
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，

。

u u
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 (14) 

对于层状地基底部（第 1l  层）为刚性基岩的情

况，需要满足 l 层底部位移为 0 的边界条件： 
0l u   。                (15) 

而对于多层地基下卧半无限地基的情况，无限远

处的辐射边界条件需要考虑。为了确定在此情况下的

边界条件，需要进行下述处理。首先求解均质半无限

地基特征矩阵 H 的特征值问题 
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= H Λ   ，             (16) 

式中，Λ为特征值矩阵； 为特征向量矩阵，二者写

成分块矩阵的形式为 
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21 22
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其中， i 的实部均为正值。 
引入变量 -1=b V ，方程（11）可以写成如下形

式 

=b Λb， 1
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其中， 1c 和 2c 为积分常数。 
从而可得 
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对于均质半无限地基，位移向量 u和应力向量 p
必须保证为有限值，因此需要有 1c =0。应用方程（19）
可以得到半无限地基表面的边界条件为 

l lp K u   ，             (20) 
式中， 1

22 12


  K 。 

2  频率-波数域内动力刚度矩阵 
对于层状地基上下表面位移和应力的关系可以通

过上一节提出的精细积分算法进行求解，而对于层状

地基体系内任意点的位移和应力关系，需要同时考虑

层状地基和底部半无限空间的共同作用。现将层状地

基体系由激励点和接收点所在的平面分为 3 部分（如

图 3 所示）。利用精细积分算法可以求解出任意保守体

系内层状地基上下表面位移和应力的关系式，即式

（13），现将其进行转化写成如下形式： 
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其中 
1

aa 3 4 2 1

1
ab 4 2

1
ba 2 1

1
bb 2

 

 

 

 









 


  


  
 

，

，

，

。

K M M M M

K M M

K M M

K M

       (22) 

将图 3 中的三部分分别利用式（21）可得各部分

上下表面应力和位移之间的关系为 
1 1 1 1
1 11 12 1

1 1 1 1
2 21 22 2

                    

p K K u
p K K u

  （部分 1） ， (23) 

2 22 2
2 211 12

2 22 2
3 321 22

                  

p uK K
p uK K

  （部分 2） ， (24) 

3 3 3 3
3 11 12 3

3 3
4 21 22 4

                    

p K K u
p K K u

  （部分 3） ， (25) 

式中，上标分别表示对应部分 1、部分 2 和部分 3，下

标 1，2，3，4 分别表示地基表面、激励点平面、接收

点平面和半无限地基表面的位移和应力向量。 

 

图 3 层状地基内部激励点与接收点体系 

Fig. 3 The source and receiver system in multi-layered soil 

对于整个层状地基体系，平衡方程可以表示为 
1 1

1 111 12
1 1 2 2

2 221 22 11 12
2 2 3 3

3 321 22 11 12
3 3

4 421 22

+



    
                        

P UK K
P UK K K K
P UK K K K
P UK K K

，

(26) 
或简写为 

P KU   ，                (27) 
其中，  T1 2 3 4 ， ， ，P P P P P 可看作为外荷载向量，

( 1  2  3  4)i i  ，，，P 表示 i 平面的外荷载向量，且 1 1P p ，
1 2

2 2 2  P p p 、 2 3
3 3 3  P p p ， 4 4 l  P p p ； U  

 T
1 2 3 4, , ,U U U U 是位移向量， 1 2 3 4i i  , , ,( )U 是 i 平面

的位移向量，且 1 1U u ， 1 2
2 2 2 U u u 、 1 2

3 3 3 U u u 以

及 4 4 l U u u ； K 是层状地基体系频率–波数域内的

动力刚度矩阵； K 是式（20）中的动力刚度矩阵；

对于层状地基底部为刚性基岩的情况，需满足底部位

移为零的边界条件。值得注意的是此处的动力刚度矩

阵是针对 4 个层面点位移和应力的关系，不需要考虑

点水平方向的相对位置。 

3  层状地基内部任意点位移响应求解 
假设在激励点所在水平面 b 范围内施加均布单

位水平向和竖直向简谐荷载作用（如图 4 所示），求解

在接收点出的位移响应，此处建立以激励点均布荷载

中心为坐标原点的坐标系。首先将式（27）中的动力

刚度矩阵 K 求逆，得到频率–波数域内层状地基内动

力柔度矩阵方程为  
( , , ) ( , , ) , ,z z z      ( )U F P   ，  (28) 

式中， 1( , , )= ( , , )z z   F K 表示频率–波数域内层
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状地基内动力柔度矩阵。 

 

图 4 单位区间作用均布荷载 

Fig. 4 Uniform forces between adjacent nodal points 

柔度矩阵的每个元素 ( , 1,2,3,4)ij i j F 表示在 j 平
面上施加单位均布荷载作用下在 i 平面上的位移响

应。为方便后续说明，以激励点层面 2 施加均布荷载，

在接收点层面 3 位移响应为例进行说明，将对应的动

力柔度矩阵展开写成如下形式： 
( , , )( , , )
( , , )( , , )

xx xz x

zx zz z

F F p zu z
F F p zw z

  
  

    
    

    
 。 (29) 

式中  ( , , )u z  和 ( , , )w z  分别为接收点层面频率-
波数域内的水平向和竖直向位移； ( , , )xp z  和

( , , )zp z  分别为激励点层面频率–波数域内的水平

向剪切应力和竖直向正应力。 
利用式（1）的下式，对式（29）进行 Fourier 逆

变换后得频率–空间域内的位移表达式为 
( , , )( , , ) 1 e d
( , , )( , , ) 2π

xx xz x i x

zx zz z

F F p zu x z
F F p zw x z

 


 




    
    

    





。

(30) 
在区间 ( / 2, / 2)x b b   内有合力幅度等于 1 的

水平 x 向均布简谐荷载作用时， xp 为频率–空间域内

的应力强度幅值，易知 1xp b / ，如图 4（a）所示。

利用 Fourier 变换可得频率–波数域内的均布荷载幅

值 ( , , )xp z  为 
i( , , ) ( , , )e dx

x xp z p x z x  
 


    

2 i

2

1 2e sin
2

b x

b

bdx
b b

 


 




 

  。    (31) 

令 0b  ，则有 sin( 2)= 2b b  / / ，水平向集

中荷载幅值为 ( , , )=1xp z  。设 x
iju （ i j x ， 或 z ）表

示在向施加单位幅值力时在位置处向产生的位移幅

值。对于水平向均布荷载，则有 

0

0

1 2( , , ) sin cos( )d
π 2
i 2( , , ) sin sin( )d
π 2

x
xx xx

x
zx zx

bu x z F x
b

bu x z F x
b


  




  






       


      









，

。

(32) 

对于水平向集中荷载，则有 

0

0

1( , , ) cos( )d  
π
i( , , ) sin( )d  
π

x
xx xx

x
zx zx

u x z F x

u x z F x

  

  





 

 










，

。

    (33) 

在区间 ( / 2, / 2)x b b   内有合力幅度等于 1 的

z 向均布简谐荷载作用时， zp 为应力强度幅值，易知

1/zp b  ，如图 4（b）所示。此时有 
i( , , ) ( , , )e dx

z zp z p x z x  
 


    

2 i

2

1 2e d sin
2

b x

b

bx
b b

 


 




 

   。 (34) 

令 0b  ，则有 sin( / 2)= / 2b b   ，竖直向集

中荷载幅值为 ( , , )=1zp x z  。 
对于竖直向均布荷载，则有 

0

0

i 2( , , ) sin sin d
π 2
1 2( , , ) sin cos d
π 2

x
xz xz

x
zz zz

bu x z F x
b

bu x z F x
b


  




  






       


      









，

。

 (35) 

对于竖直向集中荷载，则有 

120

220

i( , , ) sin d
π
1( , , ) cos d
π

x
xz

x
zz

u x z F x

u x z F x

  

  





 

 










，

。

       (36) 

根据经验，式（32）、（33）、（35）和（36）中的

积分采用五点高斯积分进行求解已足够满足精度要

求，由于被积函数具有良好的收敛性，对积分的贡献

主要集中在低波数段，对于高波数段贡献可以忽略，

所以本文选用有限积分代替无限积分进行处理。 

4  容积法 
对于埋置基础，本文将结合容积法进行求解。容

积法的基本理念是将基础与层状地基体系划分为基础

部分和开挖地基部分，而开挖地基部分的动力刚度矩

阵又可以看成是回填地基动力刚度矩阵减去回填土动

力刚度矩阵，如图 5 所示，详情可参考文献[19]，本

文给出简要的求解思路： 
（1）去掉埋置基础，同时回填与层状地基水平对

应相同材料属性的回填土，并对刚性条带基础区域进

行离散。竖直向离散为若干层，每一层离散为相等间

距的节点群，求解离散节点群的格林函数组成动柔度

矩阵为 
1 111 12 1

2 221 22 2

1 2

N

N

N NN N NN

    
    

                    

   
   

    
   

u pF F F
u pF F F

u pF F F

或   U FP 。(37) 

此处将节点群处施加的荷载作为节点荷载，对 F
进行求逆，可得节点群的动刚度矩阵为 1 ( ) K F 。 
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（2）分别求解实际基础和与基础同体积回填土的

刚度矩阵 BK ， G
BK 和质量矩阵 BM ， G

BM 。则基础周

围地基动力刚度矩阵为 
2( ) ( ) ( )G G

B B B B B      S K K K M M  。 (38) 

对于刚性基础，因为不考虑其自身变形，所以只

需将式（38）中的 BK 和 G
BK 去掉即可。若考虑无质量

基础，只需将公式（38）中的 BM 去掉即可。 

 

图 5 容积法的叠加原理 

Fig. 5 Superposition principle of flexible volume method 

5  数值算例 
5.1  刚性条带基础埋置于横观各向同性地基之内 

宽度为 2b 的刚性条带基础埋置于半无限地基之

内，埋置深度为 / 3b 。地基材料参数见表 1（分别标

记为材料 1 和材料 2）。对于地基材料属性有阻尼的情

况，采用复拉梅常数代替实拉梅常数进行计算，将其

定义为 

S

P

(1 2i ) 

2 ( 2 )(1 2i ) 

G G

G G



  



 

   


    

，

。
      (39) 

式中  i 1  ；和G 为实拉梅常数； S 和 P 分别

为 S 波和 P 波的阻尼比。 
相应的复 S 波和 P 波的波速定义为 

S S S

*
P P P

(1 2i ) 

(1 2i ) 

c c

c c





   


  

，

。
            (40) 

式中， Sc G  ， P ( 2 ) /c G   分别为实 S 波和

P 波的波速。 
表 1 横观各向同性半无限地基材料属性 

Table1 Material properties of transversely anisotropic half-space  

..soil 
材料 EH EV νHH νVH GVH ζS=ζP 

1 1.966G 2.406G 0.170 0.185 1.0G 0.05 
2 3.864G 2.863G 0.301 0.185 1.0G 0.05 

计算得到的条带基础动力刚度矩阵系数按照 
HH HR

B 0 VV

RH RR

0
( )=πG 0 0

0

K K
S a K

K K

 
 
 
  

       (41) 

写成无量纲的形式， HK ， VK 和 RK 分别为水平、竖

直和摇摆动力刚度系数， 0 sa b c / 为无量纲频率，

s VHc G  / ，计算结果见图 6。此处将 Wang 等[12]

的计算结果与本文结果相对比，由图 6 可见两者结果

基本完全拟合，由此可见本文计算结果的精确性。文

献中只能针对半无限地基进行计算，本文计算方法可

以针对任意层状地基进行计算。 

图 6 横观各向同性半无限地基上刚性埋置条带基础动力刚度 

.矩阵系数 

Fig. 6 Dynamic stiffness of rigid strip foundation embedded in  

..homogeneous transversely anisotropic half-space soil 

为研究条带基础的埋置深度对基础动力刚度矩阵

的影响，选取材料 1 作为均质半无限地基材料，求解

埋置深度在 0， / 4b ， / 2b 和b 四种情况下的动力刚

度矩阵，计算结果见图 7 所示。由图可见，基础的埋

置对于基础动力刚度矩阵的影响很显著，埋置深度越

大，动力刚度矩阵系数越大。 
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图 7 埋置深度对刚性条带基础动力刚度系数的影响 

Fig. 7 Influence of embedded depth on dynamic stiffness  

..coefficients of rigid strip foundation  

5.2  刚性条带基础埋置于多层横观各向同性地基之内 

宽度为 2b 的刚性条带基础埋置于横观各向同性

多层地基之内，埋置深度为 0.9b（如图 8 所示），层状

地基各层具体材料参数见表 2，各层的材料密度均取

为 1.33ρ，阻尼比均取为 0.05，GVH由式（6）得到。

利用本文算法计算得到的条带基础动力刚度矩阵系数

按照公式（41）写成无量纲的形式，其中。SHH，SVV，

SMM 和 SHM 分别为水平、竖直、摇摆和水平与摇摆耦

合动力刚度系数，计算结果见图 9。文献中没有此算

例的相关结果进行对比，所以图 9 中只给出了本文的

计算结果，为相关研究提供数值依据。 

 

图 8 刚性条带基础埋置于多层横观各向同性地基之内 

Fig. 8 Rigid strip foundation embedded in layered transversely  

.isotropic half-space soil 

 

图 9 多层横观各向同性地基上刚性埋置条带基础动力刚度 

矩阵系数 

Fig. 9 Dynamic stiffness of rigid strip foundation embedded in  

  homogeneous transversely anisotropic half-space soil 

表 2 横观各向同性层状半无限地基材料属性 

Table 2 Material properties of transversely anisotropic layered  

half-space soil 
层号 EH EV νHH=νVH h 

1 2.5G 1.25G 0.25 0.3b 
2 3.0G 2.0G 0.3 0.6b 
3 4.2G 3.5G 0.301 0.7b 
4 5.3G 5.3G 1/3 1.7b 
5 6.8G 8.5G 0.4 13.5b 
6 9.0G 10.0G 0.2 2.65b 
7 10.5G 21.0G 0.25 半无限 

6  结    语 
复杂层状地基的动力刚度对于工程抗震设计和安

全评价具有重要意义，但迄今还缺乏有效的算法。本

文针对二维横观各向同性层状地基提出了一种求解埋

置条带刚性基础动力刚度矩阵的精确算法，该算法利

用傅里叶积分变换结合对偶方程和精细积分算法的应

用求解层状地基内部点的动力位移响应，进而利用容

积算法求解开挖条带基础动力刚度矩阵。此算法对任

意水平层状地基具有广泛适用性，对地基的厚度、弹

性地基材料属性没有任何限制；计算过程中基于矩阵

数值计算，且矩阵维数较小，不仅数值求解稳定，而

且有较高的求解效率。数值算例验证了本文算法的精

确性，同时也说明了本文提出的算法在求解横观各向

同性层状地基动力响应问题上具有的广泛适用性。 
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