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考虑概率分布影响的低概率水平边坡可靠度分析 
蒋水华，魏博文

*
，姚  池，杨建华 

(南昌大学建筑工程学院，江西 南昌 330031) 

摘  要：目前考虑土体参数空间变异性的边坡可靠度分析所研究的边坡几何尺寸相对较小。为有效地分析考虑参数空

间变异性的几何尺寸相对较大的边坡可靠度问题，提出了基于多重响应面与子集模拟的边坡可靠度分析方法。以一个

坡高为 24 m 的两层非均质黏土边坡为例验证了提出方法的有效性，并探讨了正态、对数正态、极值 I 型、Gamma 和

Beta 这 5 种概率分布类型对边坡可靠度的影响。结果表明，提出方法具有以下优势：①可以有效地计算考虑多参数空

间变异性的低概率水平边坡可靠度；②可以较好地解决几何尺寸相对较大的边坡可靠度问题；③有较高的参数敏感性

分析计算效率，可为调查概率分布类型和波动范围等参数统计特征对边坡可靠度的影响提供技术支持。此外，参数概

率分布类型对边坡可靠度具有重要的影响，常用的正态和对数正态分布分别用于表征参数概率分布特征时，可能会分

别高估和低估边坡失效概率。 
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Reliability analysis of soil slopes at low-probability levels considering effect of 
probability distributions 
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(School of Civil Engineering and Architecture, Nanchang University, Nanchang 330031, China) 

Abstract: The existing geometries of the slopes in slope reliability analysis considering spatial variability of soil properties are 

relatively small. An efficient approach based on the multiple response-surface and subset simulation is proposed for solving 

slope reliability problems involving relatively large slope geometries. An example of reliability analysis of two-layered 

heterogeneous clay slope with the height of 24 m is presented to demonstrate the effectiveness of the proposed method. The 

effect of marginal probability distributions, namely Gaussian, lognormal, Extvalue I, Gamma and Beta on slope reliability is 

investigated. The results indicate that the proposed approach possesses the following advantages: (1) it can properly evaluate 

the slope reliability at low-probability levels (i.e., 10-9 ~ 10-4) in spatially variable soils; (2) it effectively solves slope reliability 

problems involving relatively large slope geometries; (3) it greatly improves the computational efficiency in parametric 

sensitivity analysis, and provides an effective way to investigate the effects of statistics (e.g., probability distribution, scale of 

fluctuation) on the slope reliability. Additionally, the marginal probability distributions of soil properties significantly affect the 

slope reliability. The commonly-used Gaussian and lognormal distributions may overestimate and underestimate the probability 

of slope failure, respectively. 
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0  引    言 
天然土体由于受到沉积、后沉积、化学风化、搬

运作用与荷载历史、应力环境以及埋藏条件等因素的

影响，即使均质土体特性也呈现一定的空间变异性和

层状分布特征[1-3]，随机场理论和地质统计学中的区域

化变量理论均能够较好地描述这种空间变异性[4]。许

多学者[5-17]采用随机场理论对土体参数空间变异性问

题进行了大量有益的探索，并且在考虑土体参数空间

变异性对边坡稳定性影响方面取得了一定的进展。Li
等[5]、Suchomel 等[6]采用一次二阶矩方法（FOSM）研
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究了考虑参数空间变异性的边坡可靠度问题。Ji 等[7]考

虑土体参数空间变异性采用一阶可靠度方法（FORM）

计算边坡可靠度。Hicks 等[8]、Griffiths 等[9]、Cho[10-11]、

Huang 等[12]与 Salgado 等[13]均采用直接蒙特卡洛模拟

（MCS）方法分析考虑土体参数空间变异性的边坡可

靠度问题。Wang 等[14]采用子集模拟方法研究了土体

参数空间变异性对边坡可靠度的影响。Li 等[15]、Jiang
等[16]和 Li 等[17]采用多项式展开代理模型结合 MCS 方

法研究了考虑参数空间变异性的边坡可靠度问题。如

表 1 所示，目前所研究的考虑参数空间变异性边坡可

靠度问题的边坡几何尺寸相对较小，坡高大多在 10 m
以下，对于几何尺寸相对较大的边坡可靠度问题研究

的远远不够；其次，大多研究局限于分析考虑参数空

间变异性概率水平为 10-4～10-1 的边坡可靠度问题，

但是对于概率水平较低（10-9～10-4）的边坡可靠度问

题，目前还没有较好的分析方法；最后，目前大多采

用正态（高斯）和对数正态分布模拟土体参数概率分

布特征，然而 Lumb[18]、Popescu 等[19]、Zhou 等[20]、

Jimenez 等[21]、张继周等[22]和 Jiang 等[23]明确指出土体

参数分布类型对岩土结构可靠度具有重要的影响，因

此将正态和对数正态分布常用于表征土体参数概率分

布特征的合理性还有待进一步验证。 
本文为尝试解决考虑土体参数空间变异性几何尺

寸相对较大的低概率水平边坡可靠度问题，提出了基

于多重响应面与子集模拟的边坡可靠度分析方法，并

通过分析一个两层非均质黏土边坡可靠度问题验证了

提出方法的有效性。同时探讨了用于表征参数概率分

布特征的正态、对数正态、极值 I 型、Gamma 和 Beta
这 5 种概率分布类型对边坡可靠度的影响，并重点强

调常用的正态和对数正态分布的合理性。 
 

1  基于多重响应面的子集模拟方法 
1.1  基于多重响应面的功能函数构建 

边坡可靠度分析最为关键的一步是搜索边坡最危

险滑动面，确定临界安全系数 FSmin，由于安全系数是

输入参数的非线性隐式函数关系，一般需要通过确定

性边坡稳定性分析直接计算 FSmin，而边坡可靠度分析

常需要计算成千上万次 FSmin，导致计算量非常大。为

提高 FSmin的计算效率，许多学者采用多项式展开、克

里金和神经网络等代理模型建立边坡安全系数与输入

参数间的近似显式函数关系。由于考虑土体参数空间

变异性时边坡常存在大量空间分布的潜在滑动面[14]，

本文拟采用 2 阶不含交叉项多项式展开建立边坡每条

潜在滑动面安全系数与原始空间随机变量 X（如黏聚

力和内摩擦角）间的函数关系[15, 17, 24]，称为响应面。

如对于第 j 条潜在滑动面，其安全系数响应面的表达

式为 
2

S 1, , ,
1 1

( )
N N

j j i j i i j i
i i

F a b X c X
 

   X  ， (1) 

式中， S ( )jF X 为边坡第 j 条潜在滑动面的安全系数，j 
= 1, 2, ∙∙∙, Ns，Ns为可覆盖整个边坡失效区域的潜在滑

动面数目；X 为原始空间随机向量，每个随机场单元

中心点处的土体抗剪强度参数常视作空间随机变量；

1, 1, , 1, ,( , , , , , , )j j N j j N ja b b c c  为待定系数，其中 N 为随

机变量数目，可见待定系数的数目为 2N+1。 
为建立边坡安全系数的多重响应面，本文采用

2N+1 组合样本设计方法[15, 17, 24-25]计算多项式展开系

数，即分别在每个原始空间随机变量的均值附近以其

均值加减 2 倍标准差产生输入样本点，
1 2

{ , ,X X    
, }

NX ，
1 1 2

{ 2 , , , }
NX X X X     ， ∙∙∙，

1 2
{ , , ,X X    

iX  2 , , }
i NX X  ，∙∙∙，

1 2
{ , , , 2 }

N NX X X X    ，

其中
iX 和

iX 分别为第 i 个空间随机变量的均值与标

准差；然后，基于 2N+1 组输入参数样本点采用极限

平衡或有限元等方法进行 2N+1 次边坡稳定性分析，

并从计算结果中提取每条潜在滑动面对应的 2N+1 个 
安全系数；接着，如对于第 j 条潜在滑动面，将 2N+1 

表 1 考虑土体参数空间变异性边坡可靠度研究统计 

Table 1 Statistics of studies on slope reliability analysis considering spatial variability of soil properties 
坡高/m 概率分布类型 可靠度计算方法 概率水平 文献来源 

10 正态 FOSM 10-8～10-3 Li 等[5] 
17 正态 FOSM 10-1 Suchomel 等[6] 

5，10 正态 FORM 10-3 Ji 等[7] 
5 对数正态 MCS — Hicks 等[8] 
10 对数正态 MCS 10-1 Griffiths 等[9] 
10 对数正态 MCS 10-5～10-3 Cho[10] 

5，10 对数正态 MCS 10-3 Cho[11] 
10 对数正态 MCS 10-1 Huang 等[12] 

5.48，5.78，8.48，4.35 正态 MCS 10-4 Salgado 等[13] 
10 对数正态 子集模拟方法 10-3 Wang 等[14] 
6 对数正态 代理模型+MCS 10-3 Li 等[15] 

5，10 对数正态 代理模型+MCS 10-4 Jiang 等[16] 
10 对数正态 代理模型+MCS 10-4 Li 等[17] 
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组样本点和与其对应的 2N+1 个安全系数分别代入式

（1）便可建立线性代数方程组，求解线性代数方程组

得到多项式展开系数，进而获得第 j 条潜在滑动面安

全系数的响应面；重复 Ns次建立并求解线性代数方程

组，即可得到边坡安全系数的多（Ns）重响应面

（MRS）。在此基础上，可得到边坡稳定可靠度分析

所需的功能函数为 

s
Smin S1,2, ,

( )= ( ) 1.0 min ( ) 1.0jj N
G F F


  


X X X  ， (2) 

式中，
s

S1,2, ,
min ( )jj N

F
 

X 为基于原始空间参数随机场的 

某一次实现值 X，取安全系数 Ns重响应面函数值的最

小值，可以借助 MATLAB 的 min(.)函数实现。综上可

见，多重响应面构建过程中没有涉及随机场实现等信

息，一旦多重响应面建立之后，只需将原始空间参数

随机场实现值代入显式数学表达式计算边坡临界安全

系数 FSmin和功能函数值，便可进行边坡可靠度分析。

本文为了获得原始空间参数随机场实现值，采用乔列

斯基分解技术模拟非高斯参数随机场。 
1.2  非高斯参数随机场模拟 

对于边坡几何尺寸相对较大的问题，如采用

EOLE 或 Karhunen-Loève 展开方法[26-27]离散参数随机

场，为满足计算精度要求，所需离散的随机变量数目

随着边坡几何尺寸的增大而明显增加，进而导致边坡

可靠度计算量急剧增大，为提高计算效率，本文采用

乔列斯基分解技术离散非高斯参数随机场[6,17,28]。鉴于

自相关函数和波动范围是非高斯参数随机场模拟的重

要输入参数，为此首先对其进行简要介绍。常用的理

论自相关函数类型较多，如指数型、高斯型、二阶自

回归型和指数余弦型等[5]，其中高斯型自相关函数常

被用于拟合现场试验数据的空间自相关性从而确定土

体特性的波动范围[29]，并且它是个连续可微函数，所

模拟的参数随机场过渡更为平稳、连续性较好，在边

坡可靠度分析中得到了广泛应用[5,16]，其计算表达式

为 
22

2 2
h v

( , ) exp π yx
x y


  

 

  
        

  ，      (3) 

式中， x i jx x   和 y i jy y   分别为空间任意两点

间的水平和垂直相对距离， h 和 v 分别为水平和垂直

波动范围，常用于表征土体参数空间自相关程度，是

自相关函数的重要组成部分。众所周知，空间任意两

点土体特性之间既存在差异又具有一定的自相关性，

土体特性自身之间的这种自相关性一般随着两点相对

距离的增大而逐渐减少，当距离大于某一特定值后，

自相关性几乎可以忽略不计，随机场理论中将这一特

定值称为波动范围[4]。波动范围越大，表示参数空间

自相关性越强，即空间变异性程度越弱，土体特性围

绕其均质上下变化越平稳；波动范围越小，参数空间

自相关性越弱，即空间变异性程度越强，土体特性围

绕其均值上下波动越剧烈。由于沉积环境与地质作用

等方面的原因，土体的空间变异性表现为明显的各向

异性[2，30]，对于一般沉积土层，其水平向的变异性比

垂直向的要小很多。为了考虑这种变异性的差异，通

常在水平和垂直方向上取不同数值的波动范围将土体

参数模拟为各向异性随机场，一般来说水平波动范围

要比垂直波动范围大一个数量级[2，8]，再进行边坡稳

定可靠度分析更为合理。 
由于波动范围对土体参数空间自相关性表征和边

坡可靠度分析均具有重要的作用，故可靠度分析之前

首先需要确定某一特定岩土场地土体特性的波动范

围。如果容易获得大量的现场试验数据，便可根据现

场实测数据采用常用的相关函数法、递推平均法、平

均零跨法、曲线极限法、统计矩法和贝叶斯方法等直

接计算土体参数的波动范围[29-30]。然而，以上方法确

定土体参数波动范围均需要大量的现场实测数据且受

取样间距的影响[2]，对于某一特定岩土场地，现场实

测数据通常十分有限，要想获得大量的现场实测数据

一般需要投入大量的人力物力，因此这些方法具有一

定的局限性。为此，许多学者一般通过收集国内外类

似工程土体参数的波动范围和参考已有文献，确定不

同土体特性的水平和垂直波动范围的取值范围。本文

参考文献[2，7，13，17，31]的相关统计结果，总结

得出黏性土抗剪强度参数水平波动范围约为 10～62 
m，垂直波动范围约为 0.1～8.0 m。另外为保守起见，

可以根据以上取值范围对波动范围进行参数敏感性分

析，调查土体参数波动范围对边坡可靠度的影响，将

导致边坡设计方案偏保守的波动范围选作为某一特定

岩土场地土体特性的波动范围。获得自相关函数和波

动范围之后，基于乔列斯基分解技术模拟土体参数非

高斯随机场的主要步骤如下： 
（1）针对二维边坡区域 = {(x，y)：0≤x ≤Lx；

0≤y ≤Ly}，(x，y)为二维区域内的任意点坐标，Lx

和 Ly 分别为边坡区域水平和垂直方向的几何尺寸大

小。剖分随机场单元网格，提取每个单元网格中心点

坐标 Qi = (xi，yi)，i = 1，2，∙∙∙，ne，ne为随机场单元

网格数目。 
（2）随机产生一组独立标准正态空间随机样本向

量，
e

T
1 2( , , )n    。 

（3）根据自相关函数和随机场单元网格中心点坐

标，计算原始空间不同点处随机场特性值之间自相关

系数，并构成自相关矩阵 C，其计算公式为 
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1,2 1,2 1, 1,e e

1,2 1,2 2, 2,e e

1, 1, 2, 2,e e e e

1 ( , ) ( , )

( , ) 1 ( , )

( , ) ( , ) 1

n n

n n

n n n n

x y x y

x y x y

x y x y

     

     

     

 
 
 

  
 
 
 





   


C ，

(4) 
式中，C 是维度为 ne×ne对称正定的输入参数空间自

相关矩阵；
,

( , )
i j i jx y  
,

为第 i 个随机场单元中心点 Qi

坐标和第 j 个单元中心点 Qj坐标代入自相关函数所获

得的自相关系数。 
（4）对自相关矩阵 C 进行乔列斯基分解，

T LL C，得到维度为 ne×ne 的下三角矩阵 L，将其

与随机样本向量相乘，便可得维度为 ne×1 的高斯参

数随机场， 
 ,   (( , ) )G x y x y  X L   。     (5) 

（5）根据参数随机场的统计特征（均值、标准差

和边缘概率分布），通过等概率变换方法[32]可将标准

高斯参数随机场变换为原始空间非高斯参数随机场， 
   1, ( , )   (( , ) )NG G

ix y F x y x y     X X  ， (6) 

式中， 1( )iF   为输入参数随机场边缘累积分布的逆函

数， ( )  为标准正态变量的累积分布函数。综上，重

复 Nl 次步骤（2）至（5），便可得到非高斯参数随机

场的 Nl次实现。原始空间参数随机场特性值的每个分

量不仅取决于自相关函数和波动范围，而且还与随机

场单元网格中心点相对应。此外，该方法同样可以拓

展到模拟任意多个相关非高斯参数随机场。 
1.3  基于子集模拟的边坡失效概率计算 

通过1.1节和1.2节分别获得安全系数多重响应面

和土体参数随机场实现值之后，只需将随机场实现值

代入式（1）、（2）计算边坡临界安全系数 FSmin和功能

函数值，便可进行边坡可靠度分析，无需再进行确定

性边坡稳定性分析。此时，理论上完全可以采用 MCS
方法计算边坡失效概率，然而，对于几何尺寸较大的

边坡，考虑参数空间变异性时边坡可能存在较多的潜

在滑动面，并为保证随机场单元尺寸满足计算精度要

求，参数随机场所需离散的随机变量较多，在此基础

上如求解常见的低概率水平边坡可靠度问题，即使基

于多重响应面采用 MCS 方法计算失效概率，其计算

量也非常庞大，并且常会超出计算机的内存要求。本

文另辟蹊径，为有效计算低概率水平的高维边坡可靠

度问题，提出在多重响应面基础上采用子集模拟计算

边坡失效概率。 
子集模拟（subset simulation，SS）是一种高效的

MCS 方法，最早由 Au 等于 2001 年提出，该方法最

大的优势是可以有效地分析高维低概率水平可靠度问

题，目前已在岩土工程、结构工程、航空航天工程和

核工程中得到了广泛应用[14, 33]。子集模拟利用乘法定

理将一个小概率失效事件 F发生概率表达为一系列中

间失效事件条件概率的乘积，对于边坡稳定性分析问

题，所关心的失效事件定义为 F = {G(X) < g}，F 的发

生概率即为边坡失效概率 pf，计算公式为 

 f 1 1
1

( ) ( ) ( ) ( | )
m

i i
i

p P F P G g P F P F F


    X  。 (7) 

式中  P(F1)为 F1的发生概率；P(Fi+1|Fi)（i = 1，2，…，

m）为在 Fi 发生的条件下 Fi+1 发生的概率；g 为边坡

失效临界阀值，对于边坡失稳问题取 g = 0。子集模拟

通过马尔科夫链蒙特卡洛模拟产生中间失效事件的条

件样本，并估计它们所对应的条件概率，使之逐步逼

近于目标失效区域 F。其中关键一步是通过对所产生

的随机样本进行统计分析，确定失效事件 F1，F2，…，

Fm的临界阀值 g1，g2，…，gm使得 P(F1)和 P(Fi+1|Fi)，
i = 1，2，…，m－1 均等于条件概率 p0，以及确定每

层的样本数目 Nl和条件概率 p0。根据 Au 等[33]，通常

Nl 取为 500，p0 取为 0.1～0.3。基于多重响应面和子

集模拟的边坡失效概率计算的主要步骤如下： 
在第 1 层产生 Nl组 MCS 样本点，根据给定的第

k 组 MCS 样本点，采用第 1.2 节乔列斯基分解技术计

算原始空间土体参数随机场的第 k 次实现值 Xk，其中

k = 1，2，∙∙∙，Nl。并将第 k 次实现值 Xk分别代入式（1）
和（2）计算其对应的功能函数值，类似地可得到 Nl

个 G(X)值。为使得有 0 lp N 组随机样本的 G(X)值小于

阀值 g1，P(F1)等于条件概率 p0，首先将 Nl个 G(X)值
按照升序排列，并把第 0 lp N +1 个 G(X)值取作 g1。然

后将从上一步中提取的 0 lp N 组 G(X)值小于 g1的随机

样本视作种子样本，采用改进 Metropolis 算法[33]产生

另外 0(1 ) lp N 组条件样本，并基于这 0(1 ) lp N 组随

机样本也采用乔列斯基分解技术生成对应的原始空间

土体参数随机场实现值，并代入式（1）、（2）得到对

应的 G(X)值，显然这些 G(X)值也均小于 g1。将这

0(1 ) lp N 个 G(X)值与上一步中提取的 0 lp N 组种子样

本对应的 G(X)值再一起按照升序排列，同样将第

0 lp N +1 个 G(X)值作为阀值 g2，则也有 0 lp N 组随机样

本 G(X)值小于 g2，且有 P(F2|F1) = p0。类似地，依次确

定阀值 g3，g4，…，gm，分别用于定义失效事件 F3，…F4，

Fm，使得 P(Fi+1|Fi) = p0，i = 2，3，…，m－1。最后，

随机样本在第 m+1 层逼近目标失效事件 F，也获得失

效区域Fm+1中的Nl组随机样本，计算其所对应的G(X)
值并按升序排列，同样将第 0 lp N +1 个 G(X)值作为阀

值 gm+1，然而与前 m 个阀值不同的是，此时有 gm+1

≤0，表明抽样空间已达到失效区域，子集模拟计算终

止。统计 G(X) < 0 的失效样本数目，计为 nf,m+1，显

然有 nf,m+1≥ 0 lp N 。此时，P(Fm+1|Fm) = f , +1m ln N ，将
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P(F1)，P(F2|F1)，…，P(Fm+1|Fm)依次代入式（7）便可

计算得到边坡失效概率 pf如下： 
f, +1

f 0
mm

l

n
p p

N
   。            (8) 

由以上步骤可知，子集模拟分析共需要执行 m+1
层随机模拟，有 m+1 个中间失效事件 Fi = {G(X) < gi，

i = 1，2，…，m+1}，F1 F2… Fm Fm+1，对应

的临界阀值分别为 g1 > g2 > … > gm-1 > gm > 0≥gm+1。

所产生的随机样本总数 Nsim为 
sim 01l lN N m p N  ( )   ，        (9) 

式中包括第 1 层直接 MCS 的 Nl组随机样本和其余 m
层基于马尔科夫链蒙特卡洛随机产生的 0(1 ) lm p N
组条件样本，其中对于边坡失效事件 F 共有 nf,m+1 组

失效样本。需要说明的是采用子集模拟计算边坡失效

概率时，只需要对式（2）所示的显式表达功能函数进

行分析，其中采用式（1）计算临界安全系数 FSmin，

而不再需要进行确定性边坡稳定性分析。因此，本文

提出方法可以有效地求解低概率水平的高维边坡可靠

度问题，编程也较为简便，计算流程图如图 1 所示。 

 

图 1 基于多重响应面的子集模拟方法的计算流程图 

Fig. 1 Flow chart of multiple-response surface based subset  

.simulation approach 

2  两层不排水饱和黏土边坡 
下面以一个两层不排水饱和黏土边坡为例来验证

本文提出方法的有效性，Ji 等[25]、Ching 等[34]、Low
等[35]、Zhang 等[36]、Cho[37]和蒋水华等[38]均对该边坡

稳定进行了可靠度分析，其计算结果可用来验证本文

提出方法的有效性。边坡计算模型如图 2 所示，边坡

尺寸相对较大，坡高为 24 m，坡度为 0.75∶1。根据

以上文献，两个黏土层的不排水抗剪强度
1us 和

2us 的

均值分别为 120，160 kPa，变异系数 COV
1u( )s 和

COV
2u( )s 均为 0.3，首先假定

1us 和
2us 都服从对数正

态分布。两个黏土层的土体重度sat均为 19 kN/m3。取

1us 和
2us 的均值采用简化毕肖普法（Bishop）计算得

到的 FSmin为 1.993，与 Cho[37]采用简化毕肖普法计算

的 1.992 和 Ji 等[25]采用普通条分法计算的 1.997 非常

吻合，自动搜索的最危险滑动面如图 2 虚线所示。 

 

图 2 边坡计算模型及稳定性分析结果 

Fig. 2 Slope geometry and stability analysis results 

采用二维各向异性对数正态随机场模拟两个黏土

层不排水抗剪强度
1us 和

2us 的空间变异性，假定两个

黏土层参数波动范围相等，水平和垂直波动范围 h 和

v 分别取为 40，4.0 m，采用式（3）高斯型自相关函

数模拟
1us 和

2us 的空间自相关性。首先将参数随机场

共剖分为 856 个水平和垂直尺寸 lx和 ly分别为 4.0，0.5 
m 的四边形和三角形单元，如图 3 所示，上下两层土

体分别剖分了 486 和 370 个随机场单元。需要指出的

是，随机场单元大小和数量对边坡可靠度计算结果均

具有重要的影响，本文随机场单元水平和垂直尺寸 lx

和 ly 与 水 平 和垂 直波 动 范围 的比 值 分别 为

h/xl  = 4.0 / 40 = 0.1 和 v/yl  = 0.5 / 4.0 = 0.125，根据文

献[4，39]，当随机场水平和垂直单元尺寸分别为 0.1
和 0.125 倍的水平和垂直波动范围时，可以满足计算

精度要求。 
然后，随机产生可覆盖整个边坡可能失稳区域的

Ns条潜在滑动面，根据 Li 等[15]和 Zhang 等[24]，Ns为

103～104 量级便可满足计算精度要求，本例随机产生

了 Ns = 7056 条潜在滑动面。接着建立 7056 条潜在滑

动面安全系数与 856 个随机变量（N = 856，486 个
1us

和 370 个
2us ）之间的近似显式函数关系即多重响应

面，该过程只需要进行 1713（2N+1）次确定性边坡稳
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定性分析。 

图 3 随机场一次典型实现及边坡稳定性分析结果 

Fig. 3 Typical realization of random fields and slope stability  

analysis results 

为验证所建立的安全系数多重响应面能否有效地

代替确定性边坡稳定性分析计算临界安全系数 FSmin。

随机产生了 500 组 MCS 样本点，并采用乔列斯基分

解技术得到
1us 和

2us 随机场的 500 次实现值，其中
1us

和
2us 随机场的一次典型实现如图 3 所示，图中颜色较

深部分表示参数值较大区域，颜色较浅部分表示参数

值较小区域。然后，其一将两参数随机场的 500 次实

现值分别代入所建立的多重响应面中计算 FSmin；其二

将两参数随机场的 500 次实现值分别赋给边坡稳定性

分析模型，采用简化毕肖普法直接计算 FSmin。图 4 对

由多重响应面和简化毕肖普法计算得到的 FSmin 进行

了比较。由图 4 可知，所建立的多重响应面可以有效

地代替确定性边坡稳定性分析准确地计算 FSmin。 

图 4 验证多重响应面的有效性 

Fig. 4 Validation of multiple response surfaces 

根据多重响应面进而建立式（2）所示边坡可靠度

分析的功能函数，需要指出的是本例功能函数中的随

机变量数目恰好等于随机场单元数目（N = 856），可

见随机变量数目非常多，因此对于低概率水平（如 pf ≈ 
10-9～10-4）的高维边坡可靠度问题，即便在式（2）
所示显式表达的功能函数上采用直接 MCS 方法计算

边坡失效概率，计算量也非常可观，常会超出计算机

的内存要求。为此采用子集模拟计算边坡失效概率，

每层随机样本数目 Nl取为 500，条件概率 p0取为 0.1，
所需层数 m+1 根据边坡失效概率水平确定。如表 2 所

示，本文提出方法（MRS+SS）只需要进行 1713 次边

坡稳定性分析构建多重响应面，再结合 3200 次子集模

拟计算的边坡失效概率为 1.14×10-7，不仅与基于多

重响应面采用 2000 万次直接 MCS 方法（MRS+MCS）
计算的边坡失效概率为 1.0×10-7 非常吻合，而且与

3200 次直接子集模拟结合确定性边坡稳定性分析

（Bishop+SS）计算的 pf为 1.38×10-7几乎一致。然而，

本文提出方法的计算效率明显高于后两种方法，从而

证明了本文提出方法分析考虑参数空间变异性低概率

水平边坡可靠度问题的有效性。遗憾的是，此时难以

采用直接 MCS 方法结合确定性边坡稳定性分析

（Bishop+MCS）计算边坡失效概率。但是，为了仍

能够利用基于确定性边坡稳定性分析的直接 MCS 方

法计算结果来验证本文提出方法的有效性，表 2 中工

况 2 分别将变异系数 COV
1u( )s 和 COV

2u( )s 增大至

0.4，计算结果也如表 2 所示。同样可见，本文提出方

法（MRS+SS）计算的边坡失效概率为 1.12×10-4，不

仅与 MRS 结合 20 万次 MCS 方法计算的 1.0×10-4，

1850 次子集模拟结合确定性边坡稳定性分析

（Bishop+SS）计算的 1.3×10-4一致，而且与 20 万次

直接 MCS 方法结合确定性边坡稳定性分析

（Bishop+MCS）计算的 1.0×10-4 非常吻合，进一步

证明了本文提出方法能够有效地分析考虑多参数空间

变异性的低概率水平（10-9～10-4）边坡可靠度问题。 
表 2 边坡可靠度结果的比较（ h = 40 m 和 v = 4.0 m） 

Table 2 Comparison of reliability results of slope 

工况 方法 Ncall Nsim pf 

MRS+SS 1713 3200 1.14×10-7 

MRS+MCS 1713 2×107 1.00×10-7 
COV

1u( )s = 0.3 

COV
2u( )s = 0.3 

Bishop+SS 3200 3200 1.38×10-7 

MRS+SS 1713 1850 1.12×10-4 

MRS+MCS 1713 2×105 1.00×10-4 

Bishop+SS 1850 1850 1.30×10-4 

COV
1u( )s = 0.4 

COV
2u( )s = 0.4 

Bishop+MCS 2×105 2×105 1.00×10-4 

由于文献[25，34～38]均将两个黏土层的不排水

抗剪强度
1us 和

2us 视为随机变量进行边坡可靠度分

析，因此为了利用文献计算结果进一步验证本文提出

方法的有效性，分别将水平和垂直波动范围 h 和 v  
取为无穷大（∞），即相当忽略参数空间变异性的随机

变量模型。此时本文提出方法和文献方法计算的边坡

失效概率如表 3 所示。由表 3 可知，本文提出方法

（MRS+SS）计算的 pf = 4.04×10-3与 Ji 等[25]采用分

层响应面法结合一阶可靠度方法（ [4.02×10-3，

4.11×10-3]）、Ching 等 [34]采用的重要性抽样方法

（4.1×10-3）、Low 等[35]采用的 Ditlevsen 上下限法
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（[4.32×10-3，4.41×10-3]）、Zhang 等[36]采用克里金

响应面结合 MCS 方法（4.58×10-3）、Cho[37]采用多点

一阶可靠度方法（4.36×10-3）以及蒋水华等[38]采用随

机响应面法（4.11×10-3）计算得到的 pf基本一致，同

样证明了本文提出方法的有效性。需要指出的是，与

表 2 相比，边坡失效概率相差近 4 个数量级，这主要

因为考虑参数空间变异性时，土体抗剪强度参数的不

确定性沿着滑动面被均匀化[4-5]，即沿滑动面的参数变

异系数降低，但参数均值保持不变，故边坡失效概率

降低。又因该边坡几何尺寸较大，几何尺寸与波动范

围的比值较大，进而导致方差的折减程度较大，抗剪

强度参数变异性沿滑动面降低的较明显。 
表 3 边坡可靠度结果的比较（ h = ∞和 v = ∞） 

Table 3 Comparison of reliability results of slope 

方法 pf 来源 

MRS+SS 4.04×10-3 本文 

分层响应面法 (4.02～4.11)×10-3 Ji 等[25] 

重要抽样方法 4.1×10-3 Ching 等
[34] 

Ditlevsen 上下限法 (4.32～4.41)×10-3 Low 等
[35] 

克里金响应面法 4.58×10-3 Zhang 等
[36] 

多点 FORM 方法 4.36×10-3 Cho[37] 

随机响应面法 4.11×10-3 蒋水华等
[38] 

由于本文方法在多重响应面建立过程中没有涉及

随机场实现等信息，即多重响应面一旦建立之后，便

无需重新再进行边坡稳定性分析校正多重响应面，故

此时采用子集模拟计算边坡失效概率不依赖输入参数

的统计特征，并且可通过参数敏感性分析研究土体参

数统计特征（如边缘概率分布、波动范围、变异系数

和自相关函数等）对边坡可靠度的影响。由表 1 可知，

由于岩土工程实际中现场试验数据非常有限，目前一

般采用正态和对数正态分布模拟土体参数的概率分布

特征，相比于正态分布，对数正态分布还能保证土体

参数不可能取到负值，而且偏向于小值，理论上更适

合于表征土体参数的概率分布特征。为了验证正态和

对数正态分布的合理性，下面比较了正态、对数正态、

极值 I 型、Gamma 和 Beta 概率分布[18-23]对边坡可靠

度的影响，表 4 给出了这 5 种概率分布的概率密度函

数 f(x)以及计算参数 q 和 r 与均值 X 和标准差 X 之

间的转换关系[22]。其中正态分布和对数正态分布均属

于中心极限分布系列，可表示大量不确定性因素相乘

的极限分布形式；极值 I 型分布属于极值分布系列，

可表示在随机变量的极值分析中当母体分布尾部特征

为指数渐减时，其渐进分布为极值 I 型分布；Gamma
分布属于 Poisson 分布系列，可表示 Poisson 过程中事

件第 k 次发生时所需时间 t 的概率；如果随机变量在

某一范围内上下变动，则可以用 Beta 分布描述[22]。 
为了验证常用的正态和对数正态分布表征土体参

数概率分布特征的合理性，图 5 比较了不同水平和垂

直波动范围处的边坡失效概率。根据第 1.2 节，图 5
中的不排水抗剪强度参数水平和垂直波动范围的变化

范围分别取为10～60 m和1.0～6.0 m。需要说明的是，

在分析不同概率分布类型对边坡失效概率的影响时，

保持所有参数概率分布的均值和标准差均相同。此外，

当采用正态分布和 Beta 分布模拟土体抗剪强度参数

概率分布特征时，为了防止参数可能会取到负值，统

一对每个参数进行上下限截尾处理，上下限设为[0，
2 X ]。由图 5 可知，垂直波动范围对边坡可靠度的影

响明显大于水平波动范围，本文提出方法甚至可以计 

表 4 考虑土体参数空间变异性边坡可靠度研究统计 

Table 4 Statistics of studies on slope reliability analysis considering spatial variability of soil properties 

分布函数类型 概率密度函数 ( )f x  参数 q 和 r 与 X 和 X 的转换关系 

正态分布 
21 1( ) exp

22
x qf x

rr

         
 X

X

q
r





 

 

对数正态分布 
21 1 ln( )( ) exp

22
x qf x
rxr

         
 

 

2

2

ln 2

ln 1

X

X X

q r

r



 

  

     

 

极值 I 型分布     ( ) exp ( ) exp exp ( )f x r r x q r x q        
0.5772

6
X

X

q r

r





 
  

 

Gamma 分布 
1

( ) exp
( )

q

q

x xf x
r q r

      
  2

2

X X

X X

q

r

 

 

 



 

Beta 分布 
   1 1

1 ( 1) ( 1)

0

1( ) ( )   
( , )

( ) ( )        ( , ) (1 )
( )

q r

q r

f x x a b x a x b
B q r

q rB q r x x dx
q r

 


 

 

    

  
 

，

 
2

2

( )( ) 1

( )( ) 1

X X X

X

X X X

X

a b aq
b a

a b br
b a

  


  


           


           
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算 10-10量级以下的失效概率。土体参数概率分布类型

对边坡失效概率具有重要的影响，由不同概率分布得

到的边坡失效概率的差别超过多个数量级。其中基于

正态和 Beta 分布所得到的边坡失效概率明显偏大，可

能造成偏保守的设计方案，相比之下，由对数正态和

极值 I 型分布得到的失效概率明显偏小，可能造成偏

危险的设计方案，而基于 Gamma 分布计算的边坡失

效概率居中。表明常用的正态和对数正态分布尽管计

算简便，但是正态分布用于表征土体参数概率分布特

征会高估边坡失效概率，导致偏保守的设计方案；而

对数正态分布会低估边坡失效概率，从而导致偏危险

的设计方案。此外值得指出的是，采用本文提出方法

获得图 5（a）、（b）计算结果只进行了 1713 次边坡稳

定性分析，表明提出方法还具有较高的参数敏感性分

析计算效率。 

图 5 边缘概率分布对边坡可靠度的影响 

Fig. 5 Effect of marginal probability distributions on probability of 

slope failure 

3  结    论 
本文提出了考虑参数空间变异性基于多重响应面

与子集模拟的边坡可靠度分析方法，通过分析一个坡

高为 24 m 的两层不排水饱和黏土边坡可靠度问题验

证了提出方法的有效性，同时探讨了土体参数概率分

布类型对边坡可靠度的影响，得到以下 4 点结论。 
（1）提出方法巧妙地结合多重响应面代替确定性

边坡稳定性分析计算边坡临界安全系数，子集模拟计

算边坡失效概率。相比于直接蒙特卡洛模拟、子集模

拟和代理模型计算方法，提出方法具有较高的计算效

率，能够有效地分析考虑参数空间变异性低概率水平

（10-9～10-4）的高维边坡可靠度问题。 
（2）提出方法的多重响应面建立过程中没有涉及

随机场实现等信息，一旦多重响应面建立之后，便无

需重新进行边坡稳定性分析校正多重响应面，因此具

有较高的参数敏感性分析计算效率，为研究参数统计

特征如分布类型和波动范围等对边坡可靠度的影响提

供了技术支持。 
（3）岩土工程实际中现场试验数据一般非常有

限，为便于计算常采用正态和对数正态分布表征岩土

体参数概率分布特征。相对于其他概率分布，常用的

正态分布会高估边坡失效概率，导致偏保守的设计方

案，而对数正态分布会低估边坡失效概率，导致偏危

险的设计方案。因此，岩土体参数概率分布类型对边

坡可靠度具有重要的影响，工程实际中需要谨慎选取。 
（4）本文尝试解决考虑参数空间变异性几何尺寸

相对较大的边坡可靠度问题，通过分析一个坡高为 24 
m 边坡可靠度问题验证了提出方法的有效性。然而，

对于边坡几何尺寸相对大小的判定标准和几何尺寸较

大（如坡高在 100 m 左右）的边坡可靠度问题还需要

进一步深入研究。此外，本文提出方法目前仅局限于

圆弧失效模式，这对于旋转失效模式占优的边坡稳定

性可靠度问题是合理的，但对于非圆弧复合型失效模

式的边坡稳定可靠度问题还需进一步验证。 
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