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基于极限平衡法和有限元法的边坡协同式可靠度分析 
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摘  要：极限平衡法和有限元法是两种常用的边坡稳定分析方法。基于极限平衡法的边坡可靠度分析计算效率较高，

但需要假定失效模式，从而导致计算结果不准；与之相反，基于有限元法的边坡可靠度分析更为严格，但计算效率较

低。为此，提出了一种新的基于随机模拟的边坡可靠度分析方法——边坡协同式可靠度分析方法。该方法包括初步可

靠度分析和精细可靠度分析两步，可以同时利用极限平衡法和有限元法的优势，实现既高效又准确的边坡可靠度分析。

通过一个考虑空间变异性的两层土坡算例验证了该方法的有效性，结果表明：协同式可靠度分析方法与基于有限元法

的蒙特卡洛模拟或子集模拟相比，不仅具有一致的可靠度分析结果，而且显著提高了小概率水平下的计算效率，促进

了基于有限元法的边坡可靠度分析在实际工程中的应用。该方法可以将基于极限平衡法的边坡可靠度分析成果合理纳

入到基于有限元法的边坡可靠度分析中，从而获得大量的失效样本，以制定合理的边坡防治措施。该方法非常适用于

高维可靠度问题，如考虑空间变异性的边坡可靠度问题。 
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finite element method 
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Abstract: The limit equilibrium method (LEM) and the finite element method (FEM) are two commonly-used slope stability 

analysis methods. The LEM-based slope reliability analysis is computationally efficient based on the prescribed slip surfaces, 

while the FEM-based one tends to give more realistic reliability estimates. A new simulation-based reliability method, namely 

auxiliary slope reliability analysis method, is developed, which includes two major steps (preliminary and target reliability 

analyses) and makes use of advantages of both LEM and FEM to achieve efficient and consistent slope reliability analysis. A 

two-layered slope example considering spatial variability is illustrated using the proposed method. The results indicate that the 

proposed method gives reliability estimates consistent with those obtained by the Monte Carlo simulation or subset simulation 

based on FEM, and it also significantly reduces the computational efforts at small probability levels. This enhances the 

application of FEM-based reliability analysis in slope engineering practice. The information generated in the LEM-based 

reliability analysis can be properly incorporated into the FEM-based reliability analysis, through which a large amount of failure 

samples can be obtained and used for making slope remedy measures. In addition, the proposed method is very practicable for 

high-dimensional reliability problems, such as slope reliability problem considering spatial variability. 
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response conditioning method 

0  引    言 
随着计算机技术的高速发展，基于随机模拟的可

靠度分析及风险评估方法日益受到工程师们的青睐。

在岩土工程中，以边坡可靠度问题为例，常用的随机

模拟方法有蒙特卡洛模拟（Monte Carlo simulation, 
MCS）[1-7]、重要性抽样模拟[8-9]、子集模拟（subset 

simulation, SS）[10-14]等。这些随机模拟方法具有其它
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可靠度分析方法所无法替代的优势，如适用于各种形

式的功能函数、适用于高维可靠度问题（重要性抽样

模拟除外）等。在边坡可靠度分析的随机模拟过程中，

边坡确定性分析被反复地调用以计算边坡稳定的安全

系数。其中，极限平衡法（limit equilibrium method, 
LEM）[15]和有限元法（finite element method, FEM）[16]

是两种最常用的确定性边坡稳定分析方法。 
LEM 在边坡工程实践和边坡可靠度分析中都得

到了广泛地应用[2-4, 8-12]。与 FEM 相比，LEM 概念简

单，易于掌握，且计算效率较高，特别是采用具有显

式安全系数表达式的瑞典条分法。然而，LEM 需要事

先假定滑面的形状和位置，这些信息需要依赖工程师

的工程经验。当遇到复杂的地层分布和（或）考虑土

体参数的空间变异性时，滑面的真实形状和位置变得

复杂，人为的假定往往存在偏差。不合理的滑面假定

可能无法捕捉边坡的真实失效机制，最终导致其可靠

度分析结果与采用其它更严格的方法（如 FEM）所得

的结果并不一致。 
相比 LEM，FEM 因为无需对边坡滑面做任何假

定而更加严格、通用，因此基于 FEM 的边坡可靠度

分析[1, 5-7, 13-14]可以得到更合理的可靠度分析结果。然

而，由于 FEM 计算耗时，基于 FEM 的随机模拟方法

（如随机有限元法（RFEM）[5-6]）普遍存在计算效率

低下的问题。以 MCS 为例，为解决实际工程中所关

心的小失效概率水平（Pf < 10-3）的边坡可靠度问题，

至少需要上万次的边坡有限元分析才能达到可接受的

计算精度。即使采用了更为高效的 SS，上千次的有限

元分析仍无法避免[13]。面对如此大的计算量，自然就

会产生一个疑问：能否同时利用 LEM 和 FEM 的优势

进行边坡可靠度分析，在保证高效的同时，又得到准

确的可靠度估计。 
针对该问题，本文提出了一种新的基于随机模拟

的边坡可靠度分析方法——边坡协同式可靠度分析方

法。该方法同时利用 LEM 和 FEM 进行边坡可靠度分

析，采用 FEM 确保可靠度估计的准确性，并借助 LEM
大大降低 FEM 的计算量。该方法主要包括两步：①

基于 LEM 和 SS[17-18]的初步可靠度分析，该步可以花

很少的计算代价迅速完成；②基于 FEM 和响应调节

法（response conditioning method, RCM）[19]的精细可

靠度分析，通过 RCM 将第一步基于 LEM 所得到的边

坡稳定信息合理地利用到第二步的有限元分析中。本

文首先分初步可靠度分析和精细可靠度分析两步介绍

所提的边坡协同式可靠度分析方法，并探讨了其中几

个关键性问题，然后给出相应的计算流程。最后采用

一个考虑空间变异性的两层土坡算例验证了该方法的

有效性。 

 

1  边坡协同式可靠度分析方法 
在边坡工程设计与分析中，鉴于不同阶段的目的

和需求不同，常采用不同的方法进行边坡稳定性分析。

在项目初步设计阶段，往往先采用简单的极限平衡分

析，而随着项目的进行，则需要采用更为准确的有限

元分析进行进一步校核。基于可靠度理论的边坡工程

设计与分析亦是如此。然而目前的现状是，基于 FEM
的可靠度分析成果难以有效利用基于 LEM 的可靠度

分析成果，造成了计算资源的浪费。协同式可靠度分

析方法可以有效地解决这一问题。对应于边坡工程的

不同阶段，该方法主要包括初步可靠度分析和精细可

靠度分析两步。 
1.1  初步可靠度分析 

初步可靠度分析的目的在于，利用 LEM 高效地

得到初步可靠度分析结果（如边坡失效概率 Pf,LEM）

及有用的边坡失稳信息（即随机模拟中的样本空间划

分）。为此，可以根据边坡问题的复杂程度，选择一个

相对简单的 LEM 分析模型，比如基于单个潜在滑面

的瑞典条分法。相对于 MCS，SS 可以更高效地划分

样本空间，故建议采用 SS 进行初步可靠度分析。 
SS[17-18]是一种高级的 MCS，其核心是通过乘法定

理将一个小概率失效事件 F的发生概率表达为一系列

中间失效事件的条件概率的乘积，并通过马尔科夫链

蒙特卡洛模拟（MCMCS）产生中间失效事件的条件

样本估计它们所对应的条件概率，逐步逼近目标失效

事件。对于边坡稳定问题，其失效事件 F 定义为边坡

安全系数 FS小于某一个临界阈值 fs（通常取 fs = 1）。
具体地，基于 LEM 的边坡失效事件表示为 FLEM = 
{

LEMSF  < fs}。记 ms
f  < fs < -1sm

f < … < 
1s

f 为 m 个中间失

效事件 FLEM,k = {
LEMSF  < sk

f , k = 1, 2, …, m}的临界阈

值，这些临界阈值可以在 SS 执行中被自动确定。 
执行中，SS 先从 MCS 开始（记作第 0 层）生成

N 组非条件样本。采用 LEM 计算对应的
LEMSF ，并将

其按降序排列，取第(1−p0)N 个
LEMSF 值作为

1s
f ，所估

计的中间失效事件 FLEM,1的发生概率 P(FLEM,1) = p0。

将这 p0N 组样本作为种子，在给定 FLEM,1的条件下，

采用 MCMCS 生成(1−p0)N 组新的条件样本，因此共

有 N 组样本属于 FLEM,1。同理，将这 N 组样本对应的

LEMSF 降序排列，取第(1−p0)N 个
LEMSF 值作为

2sf ，并用

其定义中间失效事件 FLEM,2，此时 P(FLEM,2|FLEM,1)同
样也等于 p0。以此类推，重复上述过程 m−1 次直至达

到失效事件 FLEM,m-1，将其中
LEMSF 最小的 p0N 组样本

的发生事件直接定义为最后一个失效事件 FLEM,m。由

于 sf 介于 sm
f 和

1sm
f


之间，该过程确保 SS 至少得到
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p0N 组失效样本。最终，SS 总共包含了 m 层模拟（1
层 MCS 和 m−1 层 MCMCS），并得到 m(1−p0)N+p0N
组样本。 

值得注意的是，这些样本分布在由 m 个中间阈值

1s
f , 

2sf , …, 
msf 所划分的 m+1 个样本空间 Ωk (k = 0, 

1, …, m)中。根据全概率公式，初步失效概率 Pf,LEM可

以表示为 

 f ,LEM LEM
0

( ) ( )
m

k k
k

P P F P 


   。   (1) 

式中  Ω0 = {
LEMSF ≥

1s
f }；Ωk = FLEM,k−FLEM,k+1，k = 1，

2，…，m−1，即 Ωk = {
+1ksf ≤

LEMSF  <
ksf }；Ωm = FLEM,m，

即 Ωm = {
LEMSF  <

ms
f }；P(FLEM|Ωk) = NF,k/Nk，为采用

LEM 计算的 Ωk的条件失效概率，其中 NF,k为 Ωk中的

失效样本个数，Nk 为 Ωk 中的总样本个数（Nk = 
(1−p0)N，k = 0，1，…，m−1；Nm = p0N）；P(Ωk)为 Ωk

的发生概率（P(Ωk) = (p0)k−(p0)k+1，k = 0，1，…，m−1；
P(Ωm) = (p0)m）。 

初步可靠度分析只需花很少的计算代价便可完

成，这主要得益于所选的 LEM 分析模型非常简单（采

用的瑞典条分法具有显式安全系数表达式，且计算的

潜在滑面很少）。显然，采用更严格的 LEM 分析模型

（如摩根斯坦–普赖斯法）并考虑更多的潜在滑面，能

得到更准确的 Pf,LEM 值，但相应的计算量也会有所增

加。总体而言，初步可靠度分析的主要目的在于提供

有用的边坡失稳信息，因此其更注重计算效率而不是

计算精度，准确的可靠度分析结果将通过基于 FEM 的

精细可靠度分析得以实现。 
1.2  精细可靠度分析 

基于 FEM 的边坡稳定性分析一般采用强度折减

法[16]计算边坡安全系数
FEMSF 。如前文所述，FEM 无

需像 LEM 一样事先假定滑面的形状和位置，从这个

角度而言，
FEMSF 比

LEMSF 更能反映边坡真实的安全程

度。因此本文将
FEMSF 视为边坡的目标响应，将基于

FEM 所得的失效概率 Pf,FEM视为目标失效概率。基于

初步可靠度分析中采用 LEM 得到的边坡失稳信息（即

样本空间划分），本节采用 RCM 估计 Pf,FEM。 
RCM[19]利用简单的近似解获得的样本信息来达

到高效且准确的可靠度估计。对于边坡稳定问题，其

目标失效事件表示为 FFEM = {
FEMSF  < fs}。根据初步可

靠度分析所划分的样本空间 Ωk (k = 0，1，…，m)，
Pf,FEM在 RCM 中可以表示为 

 f ,FEM FEM
0

( ) ( )
m

k k
k

P P F P 


   ，    (2) 

式中，P(FFEM|Ωk)为采用 FEM 计算的 Ωk的条件失效概

率。注意到式（2）与式（1）非常类似，其不同之处

仅在于每个样本的 FS的计算方法是 FEM 而非 LEM。

如此一来，估计 Pf,FEM同样需要 m(1−p0)N+p0N 次边坡

有限元分析，其计算量与直接采用 SS 和 FEM 进行可

靠度分析是相当的，当计算小失效概率问题时，其计

算效率仍然不高。 
本文采用 RCM 中的子分区策略[19]来提高 Pf,FEM

的计算效率。该策略将各个样本空间 Ωk (k = 0，1，…，

m)中的样本根据其
LEMSF 降序排列，并进一步将其划分

为 Ns个等概率的子样本空间 Ωkj (j = 1，2，…，Ns)。
换言之，每一个 Ωkj 在 Ωk 中的权重均为 P(Ωkj|Ωk) = 
1/Ns，且均包含 Nk/Ns组样本。由于 Ωkj的区间跨度相

对很小（如 0.01），因此每个 Ωkj中的样本所提供的 FS

信息非常相近，可以从中随机选取一组样本作为 Ωkj

的代表性样本，并根据该样本采用FEM所计算的
FEMSF

值判断该空间是否失效。根据全概率公式和 ΩkjΩk

的事实，P(FFEM|Ωk)可以表达为 

FEM FEM
1

( ) ( ) ( ) 
sN

k kj kj k
j

P F P F P   


  

s

FEM
1s

1 ( )
N

kj
j

I F
N




    ，        (3) 

式中，I(FFEM|Ωkj)为指示函数，当 Ωkj的代表性样本的

FEMSF < fs时取 1，否则取 0。将式（3）代入式（2）得

到 

 
s

f ,FEM FEM
0 1 s

( )
( )

Nm
k

kj
k j

PP I F
N



 

  。  (4) 

采用式（4）估计 Pf,FEM 只需要进行(m+1)Ns 次边

坡有限元分析，大大少于基于 FEM 直接采用 SS 所需

的 m(1−p0)N+p0N 次（Ns << N）。其计算量之所以可以

减少，是因为合理地采纳了基于 LEM 的初步可靠度

分析所得到的FS信息。更重要的是，Au[19]证明了RCM
是渐近无偏的。这意味着采用式（4）所估计的 Pf,FEM

可以收敛于基于 FEM 直接进行 MCS 或 SS 所得的

Pf,FEM，即具有一致性估计。 
需要指出，样本空间 Ωk (k = 0，1，…，m)是根据

LEMSF 值进行划分。对于特定的一组样本，其采用 LEM
计算的

LEMSF 和采用 FEM 计算的
FEMSF 必然存在一定的

差异。但是由于两种方法共用了相同的边坡尺寸、地

层信息、材料属性等，
LEMSF 和

FEMSF 也应该存在一定的

相关性。
LEMSF 和

FEMSF 间的相关性大小将影响式（4）
所估计的 Pf,FEM的变异性，具体讨论见 2.3 节。 
 

2  关键性问题探讨 
2.1  不确定性建模 

从上一节可知，边坡协同式可靠度分析方法实际
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上是通过随机模拟的样本空间将基于 LEM 的初步可

靠度分析和基于 FEM 的精细可靠度分析有机地结合

起来。因此，这两步可靠度分析的样本空间必须保持

一致，换言之，其不确定性建模方式必须保持一致。 
在边坡可靠度分析中，土体参数的空间变异性是

其中一个非常重要的不确定性来源，目前常采用随机

场模型[20]予以表征。一般而言，随机场离散后会产生

大量的随机变量（高达几千甚至上万），因此会导致高

维可靠度问题。虽然谱展开法（如 K-L 级数展开法）

可以在一定程度上减少随机变量的个数，从而使得代

理模型[21-22]在考虑空间变异性的边坡可靠度分析中

可行，但这种方法并不能从根本上解决高维问题。因

此，目前考虑空间变异性的边坡可靠度分析大部分都

是采用随机模拟方法[1, 5-7, 12-14, 23-25]。本文所提的协同

式可靠度分析方法同样具备进行高维可靠度分析的优

点，这使得该方法具有极大的适用性。 
在基于 FEM 的边坡可靠度分析中，土体不确定

性参数的随机场通过一系列的随机场网格离散到整个

土体空间中。而在基于 LEM 的边坡可靠度分析中，

土体不确定性参数的随机场一般有两种离散方式：第

一种只沿着滑面或仅在滑面以上的土体空间离散[26]；

第二种同 FEM 一样也在整个土体空间离散[12, 22-23]。

为了确保初步可靠度分析和精细可靠度分析的样本空

间的一致性，本文在基于 LEM 的初步可靠度分析中，

随机场按第二种方式进行离散，且采用和基于 FEM 的

精细可靠度分析一致的随机场网格。具体的随机场离

散方法可以参考文献[14]。 
2.2  计算量分析 

边坡协同式可靠度分析方法的计算量来源于两部

分：①采用 LEM 进行初步可靠度分析，计算

m(1−p0)N+p0N 组样本的
LEMSF ；②采用 FEM 进行精细

可靠度分析，计算(m+1)Ns 组样本的
FEMSF 。用 表示

采用 LEM 和 FEM 进行一次确定性分析的计算效率比

值，总计算量可以用等效的边坡有限元分析次数 NT

表示为 
 0T s 0( 1) (1 )N m N m p Np      。 (5) 

由上述分析可以看出，等效计算量 NT的大小取决

于 p0，m， ，N 和 Ns 的取值。文献[17，18]研究表

明，在 SS 中取 p0 = 0.1 能够得到较好的结果，本文也

同样采用该值。m 的确定需要保证(p0)m < Pf,FEM
[19]，因

此该值取决于所研究的具体问题，一般可以通过试算

确定。 根据所采用 LEM 和 FEM 边坡确定性分析模

型的计算效率所估计，随着 LEM 分析模型变简单（如

更简化的计算方法、更少的潜在滑面数目等）和 FEM

分析模型变复杂（如更精细的有限元网格、更高级的

本构关系）， 逐渐减小。N 和 Ns 的选择需要权衡实

际中所能接受的计算效率和计算精度，二者取值越大，

其相应的计算精度越高、计算量也越大。在 的取值

非常小时（如采用仅考虑单个滑面的瑞典条分法作为

LEM 分析模型），该方法的计算量主要来源于第二步

的(m+1)Ns 次有限元分析，即取决于 Ns。此时建议采

用一个相对较大的 N 值（如 2000～5000）和一个较小

的 Ns值（如 20～50），在保证足够的计算精度的同时，

充分降低计算量，提高计算效率。其中 Ns对目标失效

概率 Pf,FEM的影响将在第 4 节算例部分具体讨论。需

要指出，协同式可靠度分析方法很容易实现并行计算，

在计算量不变的基础上进一步提高计算效率，具体见

第 3 节。 
2.3  变异性来源 

显而易见，边坡协同式可靠度分析方法所估计的

Pf,FEM 的变异性由 3 个部分组成：①初步可靠度分析

中采用 SS 进行样本空间划分所导致的变异性；②在

RCM 的子分区策略中，随机选择代表性样本并以该样

本近似代表整个子样本空间所导致的变异性；③初步

可靠度分析的分析模型与精细可靠度分析的分析模型

间的相关性（即 LEM 和 FEM 分析模型间的相关性）

所导致的变异性。第一部分的变异性可以通过提高 SS
的计算精度（即增大 N）得以控制，具体的变异性大

小可采用近似公式[17-18]估计；第二部分的变异性可以

通过加密子样本空间的划分（即增大 Ns）得以控制，

该部分的讨论见第 4.4 节；第三部分的变异性和分析

模型的选择有关，从理论上讲，该部分的变异性将随

着模型间相关性的增加而减小。本节主要针对第三部

分的变异性进行讨论。 
虽然很难直接建立相关性和变异性间的联系，但

相关性在一定程度上可以反映初步可靠度分析中所选

的 LEM 分析模型的准确性，进而影响到计算结果的

变异性。本文采用皮尔逊线性相关系数  表征分析模

型间相关性（即
LEMSF 和

FEMSF 间相关性）的大小。基于

所选的(m+1)Ns 组代表性样本的
LEMSF 和

FEMSF 值，  表

示为： 

LEM FEM LEM FEM

LEM FEM

S S S S

S S

( ) ( ) ( )

( ) ( )

E F F E F E F

D F D F


 
  ，(6) 

式中，E(·)和 D(·)分别表示各个量的期望和方差。注意

到，所选的(m+1)Ns 组代表性样本实际上来自不同权

重 P(Ωk)的样本空间 Ωk (k = 0，1，…，m)，根据全概

率公式，各个量的期望和方差可以采用加权形式进一

步表达为 
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

 



  








，

，

。

 。 (7) 

式中  E(·)k表示各个量在 Ωk中的期望；M 表示 LEM
或 FEM。将式（7）代入式（6），即可根据所选的代

表性样本估计
LEMSF 和

FEMSF 间的相关系数  。如果  较

小，则对所求的 Pf,FEM 需要谨慎。因为在该情形下，

初步可靠度分析中 LEM 所提供的
LEMSF 信息对精细可

靠度分析中采用 FEM 计算的
FEMSF 的指导价值非常有

限，这意味着所计算的 Pf,FEM可能存在较大的变异性。

因此，  可以作为一个参考指标，用以选择合适的

LEM 分析模型进行初步可靠度分析。 

3  计算流程 
图 1 给出了边坡协同式可靠度分析计算流程，主

要包括以下 5 步：①确定边坡几何尺寸（如坡高、坡

角、土层分层），以及土体不确定性参数的统计量（如

均值、标准差、波动范围）、概率分布类型和自相关结

构。②进行初步可靠度分析。采用 LEM 建模，确定

采用的极限平衡方法（如瑞典条分法）及潜在滑面；

执行 SS，共生成 m(1−p0)N+p0N 组随机样本，进行相

应的随机场离散，并基于 LEM 计算相应的
LEMSF ；根

据式（1）计算边坡初步失效概率 Pf,LEM，并输出样本。

③将每个样本空间 Ωk (k = 0，1，…，m) 等分成 Ns

个子样本空间 Ωjk (j = 1, 2，…，Ns)，从每个 Ωjk中随

机挑选一组代表性样本，共有(m+1)Ns 组样本。④进

行精细可靠度分析。采用 FEM 建模，划分有限元网

格，选择合适的本构模型；执行 RCM，对选择的

(m+1)Ns 组随机样本重新进行随机场离散，并基于

FEM 计算相应的
FEMSF ；根据式（4）计算边坡目标失

效概率 Pf,FEM。⑤根据式（5）评估边坡协同式可靠度

分析方法的计算量，根据式（6）计算
LEMSF 和

FEMSF 间

的相关系数，并对初步可靠度分析和精细可靠度分析

的结果进行对比。 
其中，第②步和第④步需要反复地调用基于 LEM

或 FEM 的边坡确定性分析，该过程可以通过非侵入

式[21-23]的方式调用商业软件（如 Slope/W 或 Abaqus）
得以实现。这使得岩土参数不确定性的模拟及传递与

确定性边坡稳定分析相对独立，更便于工程师在实际

工程中应用。此外，这两步可靠度分析都可以通过并

行计算进一步提高计算效率。在 SS 中，虽然每条马

尔科夫链必须顺序执行，但不同的马尔科夫链可以同

时产生，因此其最大并行数为 p0N。而在 RCM 中，所

有样本已经在第③步中事先选定，因此可以全部一起

投入分析，其最大并行数为(m+1)Ns。所提的边坡协同

式可靠度分析方法及其计算流程将在下一节中通过一

个土坡算例进行演示。 

 

图 1 边坡协同式可靠度分析计算流程 

Fig. 1 Implementation procedure of auxiliary slope reliability  

analysis 

4  土坡算例分析 
本节以一个土坡算例为例验证所提的边坡协同式

可靠度分析方法的有效性。如图 2 所示，该边坡坡高

24 m，坡角约 36.9°，共有两层土组成。考虑不排水

工况，上、下两层土的不排水抗剪强度 Su1和 Su2为服

从对数正态分布的不确定性参数，其均值分别为 80 
kPa 和 120 kPa，变异系数（COV）均为 0.3。除此之

外，两层土的重度、弹性模量和泊松比均视为确定值，

分别为 19 kN/m3，100 MPa 和 0.3。本文考虑了 Su1和

Su2的空间变异性，假定它们均为指数型自相关结构且

具有相同的波动范围，其中水平和竖直波动范围分别

为 24 m 和 2.4 m。本文采用中点法离散不确定性参数

的随机场，并考虑了随机场单元的局部平均效应[14]，

其中随机场网格划分如图 2 所示，不确定性参数总共

被离散为 1296 个随机变量。 
在不确定性参数全取均值的条件下，分别采用 
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图 2 边坡几何尺寸及其确定性分析结果 

Fig. 2 Slope geometry and deterministic analysis results 

LEM 和 FEM 对该边坡进行确定性分析。其中，LEM
采用的是搜索 16400 个圆弧形潜在滑面的瑞典条分

法，其临界确定性滑面如图 2 中加粗虚线所示，对应

的最小安全系数为 1.446；在 FEM 中，有限元网格与

随机场网格一致，采用莫尔–库仑屈服准则和理想弹塑

性本构模型，基于强度折减法以计算不收敛为判据得

到安全系数为 1.443，其临界滑面通过 K 聚类方法[7]

进行识别，如图 2 加粗实线所示。可以看出，两种方

法所计算的安全系数和所确定的临界滑面均较为一

致。 
4.1  协同式可靠度分析结果 

本节采用边坡协同式可靠度分析方法对该边坡进

行可靠度分析。其中初步可靠度分析的 LEM 分析模

型采用的是只考虑临界确定性滑面（见图 2 加粗虚线）

的瑞典条分法。取 p0 = 0.1，m = 5，N = 5000，共得到

23000 组随机样本及相应的
LEMSF 值。由于仅考虑单个

滑面，初步可靠度分析可以很快完成，对本算例而言，

共需要 2 min，平均一次 LEM 分析耗时 0.005 s（计算

机配置：CPU 主频 3.4 GHz、内存 8 GB）。 
表1第1～5列给出了初步可靠度分析的过程及结

果。在 SS 执行过程中，根据
LEMSF 共划分了 6 个样本

空间 Ωk (k = 0，1，…，5)（见表 1 第 2 列），其相应

的权重如表 1 第 3 列所示。根据 fs = 1，共得到 3176
组失效样本，其中 2676 组失效样本属于 Ω4，500 组

失效样本属于 Ω5。基于这 23000 组样本，根据式（1）
计算的初步失效概率 Pf,LEM为 6.35×10-5，Pf,LEM随 fs

的变化如图 3 的累积分布函数（CDF）曲线中的带十

字实线所示。由于本节采用的初步可靠度分析只考虑

了临界确定性滑面，所得的 Pf,LEM 仅能反映该滑面的

失效概率。而实际中由于土体分层和空间变异性的存

在，边坡可靠度应该为系统可靠度[22]，因此该 Pf,LEM

值并不能真实地反映边坡实际的可靠度水平。 
与之相反，FEM 对每一次随机场实现都自动搜索

边坡最危险滑面，因此基于 FEM 计算的 Pf,FEM可以更

真实地反映边坡失稳机制。根据初步可靠度分析所得

到的样本空间划分，基于 FEM（有限元模型与确定性

分析保持一致）的精细可靠度分析过程如表 1 第 6，7
列所示。其中 Ns 取 50，因此共进行了 300 次有限元

分析。基于相同的计算机，平均每一次有限元分析耗

时 30 s，与初步可靠度分析中采用的 LEM 相比，计算

效率比值 =0.005/30。根据式（5），等效有限元计算

量为 304，总耗时约为 2.5 h。 
同样根据 fs = 1，共得到 89 个失效样本（见表 1

第 6 列）。其中，Ω3和 Ω4的条件失效概率分别从 0 和

2676/4500 增加到 6/50 和 33/50。这反映了精细可靠度

分析对初步可靠度分析结果的修正。根据式（2），该

边坡的目标失效概率 Pf,FEM为 1.77×10-4，大约是 Pf,LEM

的三倍。该结果并不令人意外，因为初步可靠度分析

仅考虑了单一滑面，由于该滑面并不一定是每次随机

实现的最危险滑面，因此 Pf,LEM 显然会低估系统失效

概率。此外，精确可靠度分析的 CDF 曲线如图 3 中带

方形实线所示。同样观察到，对于任意的 fs值，该曲

线均高于初步可靠度分析的 CDF 曲线。 
4.2  LEM 与 FEM 计算结果的对比 

在 2.3 节中提到，初步可靠度分析的
LEMSF 和精细

可靠度分析的
FEMSF 间的相关性大小将影响所估计的

Pf,FEM 的变异性。在本算例中，所挑选的 300 组代表

性样本的
LEMSF 和

FEMSF 如图 4 所示。总体上，
LEMSF 要

大于相应的
FEMSF ，所以导致 Pf,LEM < Pf,FEM。此外，虽

然
LEMSF 和

FEMSF 在 Ω0的离散程度较大且明显偏离 1∶1
线，但随着模拟层数的增加，二者越来越聚集且保持

在 1∶1 线附近。根据式（6），二者的相关系数为 0.8，
反映出本算例中所选的 LEM 和 FEM 分析模型具有较

强的相关性。 

表 1 边坡协同式可靠度分析结果 

Table 1 Results of auxiliary slope reliability analysis 

层数 k Ωk P(Ωk) P(FLEM|Ωk) Pf,LEM P(FFEM|Ωk) Pf,FEM 

0 1.262≤
LEMSF  9×10-1 0/4500 0/50 

1 1.146≤
LEMSF  < 1.262 9×10-2 0/4500 0/50 

2 1.069≤
LEMSF < 1.146 9×10-3 0/4500 0/50 

3 1.010≤
LEMSF < 1.069 9×10-4 0/4500 6/50 

4 0.966≤
LEMSF  < 1.010 9×10-5 2676/4500 33/50 

5 LEMSF < 0.966 1×10-5 500/500 

6.35×10-5 

50/50 

1.77×10-4 
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表 2 不同可靠度分析方法的计算结果对比 

Table 2 Comparison of reliability analysis results obtained by different methods 

计算量 
可靠度分析方法 

LEM FEM 
等效计算量 NT Pf COV(Pf) 单位 COV 耗时/h(d) 

基于 FEM 的 MCS − 60000 60000 1.83×10-4 0.30 73.5 500 

基于 FEM 的 SS − 1850 1850 1.71×10-4 a( )  0.38(a) 16.3 15.4 

基于 LEM 的 SS c( )  1850 − 463 4.86×10-4 a( )  0.31(a)  6.7  3.9 

协同式可靠度分析方法 b( )  23000 300 304 1.79×10-4 a( )  0.45(a)  7.8  2.5 

协同式可靠度分析方法 c( )  1850 50 513 1.78×10-4 a( )  0.44(a)  9.7  4.3 

注： a( )基于 20 次独立模拟估计； b( ) LEM 分析模型为仅考虑临界确定性滑面的瑞典条分法，ξ = 1/6000； c( )LEM 分析模型为考虑

16400 个圆弧形潜在滑面的瑞典条分法，ξ = 1/4； d( )计算耗时以顺序计算计。 

 

图 3 安全系数的累积分布函数 

Fig. 3 CDF of safety factor 

 
图 4 

LEMSF 和
FEMSF 间相关性 

Fig. 4 Correlation between 
LEMSF  and 

FEMSF  

为了进一步探索 LEM 和 FEM 的差异，图 5 给出

了各样本空间中的样本基于 FEM 所识别的临界滑面

（浅色细实线）与基于 LEM 所采用的临界确定性滑

面（深色粗虚线）。从图 5 可以看出，二者的滑面有显

著的差异，因此导致
FEMSF 与

LEMSF 有一定的差异。此外，

与图 4 中
FEMSF 与

LEMSF 的离散规律相一致，随着模拟层

数的增加，FEM 的临界滑面越来越集中，且逐渐收敛

于 LEM 的临界确定性滑面。这说明了 LEM 的临界确

定性滑面在一定程度上能较好地反映出接近失效时的

边坡失效机制。 

 

图 5 固定滑面的 LEM 与 FEM 的滑面对比 

Fig. 5 Comparison of slip surfaces obtained by LEM with fixed  

.slip surface and FEM 

4.3  不同可靠度分析方法的对比 

为了验证本文所提的边坡协同式可靠度分析方法

的有效性，本节共进行了 20 次独立的边坡协同式可靠

度分析，结果如表 2第 5行所示，并分别采用基于 FEM
的随机模拟（包括 1 次 MCS 和 20 次 SS）和基于 LEM
的随机模拟（20 次 SS）进行可靠度分析作为对比。 

基于 FEM 的 MCS 共计算 60000 组随机样本，基

于 FEM 的 SS 每次计算 1850 组随机样本（p0 = 0.1，
m = 4，N = 500），它们的 FEM 分析模型与协同式可

靠度分析方法中所采用的模型保持一致。由于同样是

基于 FEM，因此它们所求的失效概率都视为目标失效

概率。如表 2 所示，基于 FEM 的 MCS 所估计的 Pf,FEM

为 1.83×10-4，20 次基于 FEM 的 SS 所估计的 Pf,FEM

均值为 1.71×10-4，它们均和 20 次的边坡协同式可靠

度分析方法所估计的 Pf,FEM均值（即 1.79×10-4）相一

致。此外，图 3 还给出了 MCS 和一次典型的 SS 的

CDF 曲线（分别为带三角形和带圆形实线），可以发

现它们均和带方形实线（即协同式可靠度分析的精细

可靠度分析结果）非常吻合。上述结果表明，所提的

同时利用 LEM 和 FEM 的边坡协同式可靠度分析方法

与直接基于 FEM 的 MCS 和 SS 的可靠度分析结果是

一致的。 
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如表 2 所示，基于 FEM 的 MCS（60000 组样本）

的 COV 大约为 0.3（根据[(1-Pf)/(NTPf)]1/2 估计），在

同一计算机上耗时 500 h 才完成；而基于 FEM 的 SS
（1850 组样本）耗时 15.4 h，通过 20 次独立模拟所

估计的 COV 大约为 0.38；相对地，所提的协同式可

靠度分析方法等效计算量为 304，仅需 2.5 h 即可完成

分析，远远小于 MCS 和 SS 的计算量。通过 20 次独

立模拟，所估计的协同式可靠度分析方法的 COV 大

约为 0.45。由于 COV 的大小与样本量直接相关，为

了更公平地比较计算效率，本文采用单位 COV（定义

为 COV×NT
1/2）[19]进行比较。几种方法计算的单位

COV 分别如表 2 第 7 列所示，协同式可靠度分析方法

的单位 COV 仅为 MCS 的 1/9，SS 的 1/2，这表明为

了达到相同的计算精度，协同式可靠度分析方法的计

算量分别为 MCS 和 SS 的 1/81 和 1/4。所提方法通过

RCM 将基于 LEM 的可靠度分析成果合理地纳入基于

FEM 的可靠度分析中，从而显著地提高了边坡可靠度

分析的计算效率。 
此外，由于有基于 LEM 的初步可靠度分析的成

果作为导向，基于 FEM 的可靠度分析可以更高效地

逼近目标失效区域，从而获得更多的失效样本。在本

算例中，边坡协同式可靠度分析方法的平均失效样本

产生率为 81.1/300，而该比例在 MCS 和 SS 中分别降

低了大约 1500 倍和 6 倍（即 11/60000 和 85.7/1850）。
大量的失效样本可以更好地对边坡进行失效分析，从

而更好地理解边坡的失效机制，以制定合理的边坡防

治措施。 
作为对比，本文同时也采用了 20 次 1850 组样本

的基于 LEM 的 SS（p0 = 0.1，m = 4，N = 500）对该

算例进行可靠度分析。为了更准确地计算边坡系统可

靠度，其 LEM 分析模型采用考虑 16400 个圆弧形潜

在滑面的瑞典条分法，单个样本的计算耗时大约为 7.5 
s，是 FEM 计算耗时的 1/4，因此等效计算量为 463。
如表 2 第 4 行所示，基于 LEM 的 SS 的单位 COV 约

为 6.7，这与协同式可靠度分析方法相近；但是其估计

的失效概率为 4.86×10-4，大约是其它基于 FEM 的方

法的 3 倍。因此，如果仅采用 LEM 进行边坡可靠度

分析，即使考虑了大量的潜在滑面，其计算结果仍不

能与其它更严格的方法（如 FEM）相一致的。而本文

方法不仅效率与之相近，更重要的是保证了可靠度估

计的准确性。 
需要指出，在实际应用中，有可能前期已经完成

了基于考虑大量潜在滑面的 LEM 分析模型的可靠度

分析。为了能够充分利用该结果而不是完全舍弃，本

节采用协同式可靠度分析方法，将其也作为一种初步

可靠度分析，然后同样采用基于 FEM 的精细可靠度 

分析（Ns = 10）对该结果进行修正，结果如表 2 第 6
行所示。可以看出，其 Pf,FEM均值为 1.78×10-4，仍然

与其它基于 FEM 的可靠度结果保持一致，且只增加

了很少的计算量（即 50 次有限元分析）。在本次边坡

协同式可靠度分析中，
LEMSF 与

FEMSF 的相关性高达 0.99
（与图 4 相反，因为采用了不同的 LEM 分析模型，

此时总体上有
FEMSF > 

LEMSF ），LEM 和 FEM 所识别的

临界滑面也基本一致（图 6 给出第一层和最后一层样

本空间的样本所对应的滑面，深色实线和浅色虚线分

别表示 FEM 和 LEM 所识别的临界滑面）。虽然此次

协同式可靠度分析的效率稍低于前一次（其中 90%的

计算量来自于已经完成的初步可靠度分析），但仍然要

明显高于基于 FEM 的 MCS 和 SS。此时协同式可靠

度分析方法的优势更在于充分利用已有的可靠度分析

成果，尽可能少增加额外的计算量。 

图 6 搜索滑面的 LEM 与 FEM 的滑面对比 

Fig. 6 Comparison of slip surfaces obtained by LEM with 

searched slip surfaces and FEM 

图 7 Ns取值对 Pf,FEM的影响 
Fig. 7 Effects of Ns on Pf,FEM 

4.4  Ns对精细可靠度分析结果的影响 

第 2.2 节中提到，Pf,FEM的变异性与精细可靠度分

析中所选的代表性样本个数（即(m+1)Ns）有很大关系，

即受到 Ns 大小的影响。如何选择 Ns 是个值得探讨的

问题。为了研究 Ns的影响，本节中分别取 Ns为 5～100
进行敏感性分析。对于每一个 Ns值，采用与 4.1 节相

同的分析模型及参数，分别进行 20 次独立的边坡协同

式可靠度分析，计算 Pf,FEM的均值和 COV。 
如图 7 所示，带方形实线和带圆形实线分别表示
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Pf,FEM的均值和 COV 随 Ns的变化曲线。随着 Ns从 5
增大到 100，Pf,FEM的均值的变化幅度很小，而 Pf,FEM

的 COV 显著降低，并当 Ns大于一定值时趋于稳定。

随着 Ns 增加，Pf,FEM 变异性的降低是由于更多的初步

可靠度分析信息被用于精细可靠度分析中；而其趋于

稳定是因为 LEM 和 FEM 的分析模型差异导致 Pf,FEM

必然会存在变异性，二者的相关性越强，达到稳定时

的 Pf,FEM 变异性就越小。当然，变异性的减小需要以

计算量的增加作为代价，因此 Ns的选择是平衡计算精

度和计算效率后的结果。 
在实际执行中，本文建议采用自适应的方法选择

合适的 Ns。即先取一个较小的 Ns（比如 Ns = 5）计算

Pf,FEM，然后逐步增大 Ns 直到所计算的 Pf,FEM 趋于稳

定。需要指出，每次 Ns变化时，子样本空间进行了重

新划分。为了减小计算量，如果新子样本空间中恰好

有一组已经被选择的代表性样本，则继续保留该样本；

如果新子样本空间中有超过一组的代表性样本，则从

中随机选取一组；如果新子样本空间中没有代表性样

本，则在该空间中随机选取一组样本作为代表性样本。

通过上述方法，尽可能地避免了代表性样本的重复选

取，减小了有限元分析的次数。总体来说，整个自适

应过程的计算量会稍大于直接选用最终确定的 Ns 进

行计算的计算量（由于第二种情况的存在），但自适应

过程可以确定一个较为合理的 Ns值。 

5  结    论 
本文提出了一种新的基于随机模拟的边坡协同式

可靠度分析方法。该方法主要包括两步：①基于极限

平衡法（LEM）和子集模拟（SS）的初步可靠度分析；

②基于有限元法（FEM）和响应调节法（RCM）的精

细可靠度分析。采用该方法对一个考虑空间变异性的

两层土坡进行了可靠度分析，得到以下 3 点结论。 
（1）协同式可靠度分析方法与基于 FEM 的 MCS

或基于 FEM 的 SS 相比，不仅具有一致的可靠度分析

结果，而且显著提高了小失效概率水平下（如 Pf < 
10-3）的边坡可靠度计算效率，使得总计算量降低一

到两个数量级。上述两个优点使得该方法可以极大地

提高基于 FEM 的边坡可靠度分析方法（如随机有限

元法）在实际工程中的应用。同时也可以看出，虽然

基于 LEM 的 SS 与所提方法计算效率相当，但该方法

所估计失效概率与基于 FEM 的可靠度分析结果有所

偏差。 
（2）协同式可靠度分析方法可以将基于 LEM 的

边坡可靠度分析成果合理纳入到基于 FEM 的边坡可

靠度分析中，从而显著提高计算效率，并获得大量的

失效样本，以制定合理的边坡防治措施。选用一个相

对高效、且与 FEM 分析模型具有较强相关性的 LEM
分析模型对该方法的计算效率至关重要，该 LEM 分

析模型可以根据工程师的工程经验相对容易地得到。 
（3）协同式可靠度分析方法非常适用于高维可靠

度问题，如考虑空间变异性的边坡可靠度问题。该方

法要求初步可靠度分析和精细可靠度分析的不确定性

建模方式必须保持一致。 
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