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摘  要：采用波函数展开法给出了平面 SH 波入射下均匀半空间中埋置刚性衬砌隧道动力响应的解析解，并对问题的边

界条件进行了验证。研究表明，土–隧道相互作用的机理和土–基础–地上结构相互作用有明显区别。土–隧道相互作用

导致隧道动力响应小于相应自由场的动力响应，且前者的反应谱峰值周期有一定程度的降低。入射波角度、入射频率、

以及隧道埋深对隧道动力响应和地表动力响应有显著影响，而隧道质量的影响则比较小。 
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Analytical solution of dynamic soil-tunnel interaction for incident plane SH wave 
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(1. State Key Laboratory of Hydraulic Engineering Simulation and Safety, Tianjin University, Tianjin 300072, China; 2. Department of 

Civil Engineering, Tianjin University, Tianjin 300072, China) 

Abstract: The wave function expansion method is used to obtain the analytical solution of dynamic responses of a rigid lined 

tunnel embedded in homogeneous half-space to the excitation of incident plane SH waves, and the boundary condition is 

verified. It is shown that the mechanism of soil-tunnel interaction is evidently different from that of soil-foundation- 

superstructure interaction. The soil-tunnel interaction leads to the result that the tunnel response is smaller than the 

corresponding free-field response, and that the peak frequency of response spectra of the former is lower than that of the latter. 

The angle and frequency of the incident waves and the tunnel embedment have significant influences on the responses of tunnel 

and ground surface, while the influences of tunnel mass are little. 
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0  引    言 
地下隧道是位于无限半空间地表下的浅埋结构，

在地震激励的作用下会和周围土体产生动力相互作

用。求解此类问题的方法大体可分为解析法和数值法

两类。解析法适合研究均匀半空间中形状规则的对象，

但它计算省时、简便，且非常有助于探究问题的本质。

解析法包括波函数展开法，积分方程法和积分变换法

等，其中波函数展开法应用较为广泛。Lee 等最早将

此法用于计算半空间中的埋置隧道在平面 SH 波激励

下的动力响应[1]，之后被其他学者拓展至平面 P 波和

SV 波激励下的隧道的动力响应[2-3]、隧道群的动力响

应[4]、以及饱和场地中的隧道或隧道群问题[5]。 
数值法包括有限差分法，有限元法和边界法等，

数值法适用任意形状隧道和各种场地条件，更适合处

理实际工程问题。Wong 等研究了拱形隧道的动位移

和动应力集中[6]。房营光等研究了非线性土体条件下

隧道的动力问题[7]。Luco 等计算了水平层状半空间中

的埋置隧道在入射体波下的三维动力响应[8-9]。最近，

Parvanova 等研究了局部地形对隧道动力响应的影响[10]。 
然而，关于土–隧道动力相互作用的解析解答至今

未见报道。本文采用波函数展开法并结合 Graf 公式给

出了地下隧道在平面 SH 波激励下动力响应的解析

解，对解答的正确性进行了验证，并进行了参数分析。

研究可为地铁隧道等地下工程的抗震设计提供理论指

导和参考依据。今后将采用层状半空间中的刚性隧道

模型对土–隧道相互作用进行进一步研究。 

1  模型和方法 
如图 1 所示，无限半空间是各向同性的均匀弹性

体，其剪切模量为，剪切波速为  。隧道衬砌为刚

性，其质量为 M0，外半径为 a，中心埋深为 D。极坐
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标系 1 1( )r ， 和直角坐标系 1 1( )x y， 的中心都位于隧道

中心，平面 SH 波的竖向入射角为  。 

 

图 1 弹性半空间中的刚性衬砌隧道模型 (直角坐标系 x1Oy1,  

极坐标系 r1O1) 

Fig. 1 Model of rigid lined tunnel in elastic half-space (Cartesian  

Coordinates x1Oy1, Polar Coordinates r1O1) 

假设入射波位移幅值为单位 1，则其在极坐标系

1 1( )r ， 中的表达式为 
  i

1 1 1 1 1( , ) exp i cos( )w r t kr       ， (1) 

k   是波数，是入射波频率。入射波传播到地表

会产生反射波，这里采用镜像法求解问题。如图 2，
假设以地表为对称轴的另一个无限半空间存在完全对

称的入射波 i
2w 和刚性隧道，并引入完全对称的极坐标

系 2 2( )r ， 和直角坐标系 2 2( )x y， ，则可以得到此入射

波的表达式为 
  i

2 2 2 2 2( , ) exp i cos( )w r t kr       ，  (2) 

这两个对称的入射波之和在地表处的应力为零。将入

射波 i
1w 和 i

2w 在极坐标系 1 1( )r ， 下展开为三角函数与

Bessel 函数级数和的形式 
i
1 1 1( , )w r     

1 1 1
0

( i) J ( )(cos cos sin sin )m
m m

m
kr m m m m    





  ，(3) 

i
2 1 1( , ) exp( 2i cos )w r kD     

1 1 1
0

J ( )(cos cos sin sin )m
m m

m
i kr m m m m    





  ， (4) 

这里 0 1  且 2m  (m>1)。 
入射波 i

1w 和 i
2w 在遇到隧道后会产生散射场，它

们的散射场在各自极坐标系下可写为[1] 
s (2)
1 1 1 1 1 1

0
( , ) H ( )( cos sin )m m m

m
w r kr A m B m  





   ， (5) 

s (2)
2 2 2 2 2 2

0
( , ) H ( )( cos sin )n n n

n
w r kr A n B n  





   ， (6) 

其中 (2)H ( )m x 为第二类 Hankel 函数， mA 和 mB 为待定 
未知量。当式（5）中的待定常数 mA 和 mB 与式（6）
中对应的待定常数 mA 和 mB 的值相等时，两个散射波

之和在地表处的应力也为零。根据 Graf 加法公式[11] 
 

   

   

+
22 12

2 1 +
=-2 1

2 2
+ + - 1

1 2 2=0 + - 1

cos cos
H ( ) = J ( )H (2 )

sin sin

H (2 )+( 1) H (2 ) cos
= J ( )
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
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   

     
 
     



 。

 

(7) 

 

图 2 求解问题的镜像法(关于地表对称的直角坐标系 x1Oy1与 

x2Oy2, 极坐标系 r1O1与 r2O2) 

Fig. 2 Image method for solving problem (symmetric Cartesian  

      Coordinates x1Oy1 and x2Oy2, and Polar Coordinates r1O1  

.and r2O2 about ground surface) 

将式（6）的表达式由坐标系 2 2( )r ， 转换到

1 1( )r ， 下得到 
+

s
2 1 1 1

=0
( , )= J ( )

2
m

m
m

w r kr





     

 
+

1 1
=0

P (2 )cos + Q (2 )sinn n
n m n m

n
A kD m B kD m 



  ， (8) 

空间中的总位移场为四种波场的叠加 
i i s s

1 1 1 1 1 2 1 1 1 1 1 2 1 1( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , )w r w r w r w r w r        。   
(9) 

根据连续条件，隧道的刚性位移为 

1

i i s s
1 2 1 2 r a

w w w w


       ，      (10) 

其径向应力场为 

1

i i s s
1 2 1 2

1 1

( )
r z

w w w ww
r r

  
   

 
 

  ， (11) 

其中 z 轴为垂直纸面的坐标轴。则很容易得到作用

在隧道上的力 s
zf 是 
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1 1

2πs

0
dz r z r af a       

1

i i s s2π 1 2 1 2
0

1

( )    dr a
w w w wa

r
 

   
 

  ，  (12) 

根据牛顿第二定律，隧道的动力平衡方程为 
2 s

0 zM f      。           (13) 

将式（3）～（5），（8）、（9）和（11）代入式（13），
根据恒等条件可以得到如式（14）的一组无穷方程

组 

(2) (2)s s
0 0 0 0 0

0 0

(2)

0

s s
0 0

0 0

2 2H ( ) H ( ) J ( ) J ( )

 H (2 )

2 2J ( ) exp( 2i cos )J ( )
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n
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ka M ka M

A kD

M M
ka kD ka

ka M ka M






          
   

     



0 0J ( ) exp( 2i cos )J ( )ka kD ka    (m=0) ， (14a) 
(2)
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ka


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             

2exp( 2i cos )i cosmkD m    (m=1, 2, 3…)，(14b) 
(2)

0

H ( )
 Q (2 ) 2exp( 2i cos )i

J ( )
n mm

m n m
nm

kaB B kD kD
ka






              

sin 2( i) sinmm m      (m=1, 2, 3, …) ， (14c) 

式中， 2 2 2
s π /M a k  是被隧道替换出的土的质量。

当 M0=0 时，隧道的动力平衡方程为 
s 0zf    ，                (15) 

 

仍将式（3）～（5），（8）、（9）和（11）代入式（15），
根据恒等条件得到的无穷方程组由（14b）和（14c）
组成。解出未知量 nA 和 nB 后可以得到隧道的刚性位

移为 
0 0J ( ) exp( 2i cos )J ( )ka kD ka      

(2) (2)
0 0 0

0
H ( ) J ( ) H (2 )n n

n
A ka ka A kD





    ，  (16) 

而地表位移场为 

1 1

i i s s
1 1 1 2 1 1 1 1 1 2 1 1 cos
( , ) ( , ) ( , ) ( , )

r D
w w r w r w r w r


   


     地表 。

                     (17) 

2  方法验证与误差分析 
本文解是特定边界条件下的定解问题，验证这类

问题正确性和精度的一般方法是检验边界条件。本文

的边界条件有两个，一是地表 0 应力条件，通过镜像

法可以得到严格满足[1]。二是隧道自身边界条件即式

（13）的动力平衡条件，将各种波的具体形式代入式

（13）后得到的式（14）是一组无穷方程组，而在实

际计算中将其截断为有限方程组求解（即取 n=m=N）
的过程会产生截断误差 err 。此误差足够小即满足了

边界条件，且误差的数值代表了方法的计算精度，可

以利用式（13）验证这个误差 
2 s

err 0 zM f      。           (18) 
这里应将入射波和散射波的原始表达式（3）～（6）
代入式（15）。截断误差一般在掠入射时（  =90）最 

表 1 隧道边界条件误差 err  

Table 1 Errors of tunnel boundary conditions err  

N=15 N=20 N=30 N=40 N=60 N=80 ka 2
0M   s

zf  
err  err  err  err  err  err  

0.1 0.100 0.100 3.1310-13 2.8710-16 2.3810-17 2.3810-17 — — 
0.2 0.198 0.198 1.2810-12 1.2110-15 5.4510-17 5.3010-17 5.5210-17 — 
0.3 0.293 0.293 3.0110-12 2.9610-15 1.1410-16 1.1210-16 1.1010-16 — 
0.4 0.384 0.384 5.6810-12 5.7710-15 1.5810-16 1.5710-16 1.5810-16 — 
0.5 0.478 0.478 9.5610-12 9.9710-15 1.2210-16 1.2110-16 1.0710-16 — 
0.6 0.544 0.544 1.5010-11 1.6010-14 2.6010-16 2.7510-16 3.0410-16 — 
0.7 0.614 0.614 2.2510-11 2.4410-14 2.6610-16 2.6710-16 2.6710-16 — 
0.8 0.677 0.677 3.2710-11 3.5910-14 2.5210-16 2.5410-16 2.5310-16 2.5210-16 
0.9 0.733 0.733 4.6110-11 5.1310-14 2.6110-16 2.7910-16 2.6910-16 3.0410-16 
1 0.785 0.785 6.3610-11 7.1610-14 2.3510-16 2.7210-16 2.7210-16 2.2610-16 

2 0.708 0.708 7.4610-10 9.1910-13 1.2710-15 1.2810-15 1.3010-15 1.3210-15 
3 0.921 0.921 3.4510-9 4.3710-12 1.1010-15 1.3810-15 1.2010-15 1.0410-15 
4 0.851 0.851 2.1310-8 1.6610-11 1.7210-15 1.8610-15 1.8210-15 1.6010-15 
5 0.731 0.731 3.8410-7 1.2510-10 4.8810-15 4.9810-15 4.5610-15 5.1510-15 
6 0.768 0.768 4.9710-6 1.5510-9 4.7310-15 4.5010-15 4.2010-15 4.3310-15 
7 0.431 0.431 4.2310-5 1.6610-8 7.1310-15 5.8010-15 5.7510-15 5.5910-15 

8 0.866 0.866 1.8110-4 1.8210-7 2.0710-14 8.9310-15 8.9610-15 9.1810-15 
9 0.465 0.465 2.0710-3 2.3310-6 1.6910-13 9.2010-15 8.8810-15 9.4810-15 

10 0.459 0.459 8.9610-3 1.5510-5 2.5410-12 1.0910-14 1.0310-14 1.0810-14 
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图 3 隧道动力响应放大谱 

Fig. 3 Spectral amplifications of tunnel response 

大，垂直入射时（  =0）最小。以参数 D/a=2，M0/Ms=1，
 =90为例，在隧道圆周上均匀的取 360 个点，将这

些点的误差进行加权平均 err ，且将式（13）等号两

端的隧洞受力也进行加权平均（ 2
0M 和 s

zf ，取

N=40）以和误差量级进行对比，并用入射波的应力在

隧道外周积分得到的力进行归一化。在 32 位计算机上

得到的截断误差如表 1 所示，其中无数字之处表示该

情况下 32 位计算机的浮点数计算溢出。可以看出截断

误差非常小，隧道自身的边界条件被严格满足；且截

断误差随着截断项数的增加迅速减小，即使在高频下，

当截断项数足够大时也能达到很高的计算精度。本文

以下所有算例均取 N=40。 
这里应当指出的是，已有的隧道经典解析解是柔

性衬砌隧道在平面 SH 波激励下的波函数展开解[1]。

由于本文隧道模型的衬砌为刚性，其中没有波的存在，

而是通过牛顿第二定律建立力的平衡方程作为定解条

件；而文献[1]的柔性隧道衬砌中存在波动，应根据衬

砌和土体之间的连续条件建立位移和应力连续方程，

因此无法将本文衬砌参数设置为柔性而退化为经典解

析解进行验证比较。另一方面，文献[1]没有直接给出

衬砌刚度非常大的结果，故而本文没有选择退化验证

的方式，而采用验证定解问题的一般方法——验证边

界条件。 

3  算例和分析 
定义无量纲频率 为 

       2a



   ，             (19) 

式中，是入射波波长。图 3 是隧道位移幅值  的频

谱，即动力响应的频谱或放大谱，其中隧道埋深取

D/a=2，3 和 4，隧道质量取 M0/Ms=0，1/4，1/2 和 1，
地震波入射角度取 =0，30，60和 90。可以看出隧

道动力响应频谱存在波动现象，波动周期与入射角度

和隧道埋深有关，当入射角度较小或隧道埋深较大时
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波动周期较短；而波动幅度方面当垂直入射时较为剧

烈，从垂直入射到掠入射的变化过程中波动变得缓和，

隧道埋深较大时这一性质尤为明显。 
可以看出，当 =0 时放大谱的幅值最大，之后呈

上下波动并减小的趋势。文献[12，13]采用半空间中

刚性基础和上部结构模型对土–结构相互作用进行了

研究，刚性基础的动力响应大于相应自由场的动力响

应，且在较低频段存在一个很明显峰值。造成本文结

果与文献[12，13]之间频谱差别的原因在于基础之上

还有上部结构，后者的柔性本质上改变了基础放大谱

的性质。若仅考察半空间中刚性基础体系，则其动力

响应也小于自由场动力响应，这一点与隧道非常相似。

但是基础的放大谱是单调函数而无波动现象，原因在

于基础埋深比隧道埋深小很多，这进一步证明了散射

体埋深越大，动力响应的频谱波动越剧烈。 
隧道质量的变化对隧道动力响应频谱的影响不

大，它不影响位移在频域内的波动周期，只在一定程

度上改变波动的幅值。这是由于其本身质量较小以至

产生的惯性力也较小，所以影响不大。可以发现在土–
隧道动力相互作用中，刚体相互作用起主导作用，而

惯性相互作用则比较小。 
图 4 是无量纲频率 =0.5，1，2 和 3 情况下地表

动力响应的放大谱幅值。隧道质量取 0 s/M M =0.5，隧

道埋深仍分别取 D/a=2、3 和 4，地震波入射角度仍分

别取  =0，30，60和 90。由于隧道的存在，当地震

波掠入射时迎波面幅值随 x 变化较为剧烈，表现为其

波动频率较高，而背波面幅值的变化则缓和许多。随

着入射角度变小，迎波面幅值变得缓和而另一面则变

得剧烈，直到垂直入射时两边幅值相同。另外垂直入

射时，随着隧道埋深增大，地表动力响应频谱的波动

频率变低。 
图 5～10 是峰值为 0.1g 的 El Centro 波和 Taft 波

垂直入射时，隧道加速度和自由场隧道中心点加速度

的时程曲线与反应谱。左图是时程曲线，x 轴时间间

隔为 0.02 s，y 轴表示对应时刻的加速度，单位为 1g；
右图是反应谱，x 轴为周期，y 轴表示最大加速度，  

 

图 4 地表动力响应放大谱 (M0/Ms=0.5) 

Fig. 4 Spectral amplifications of ground surface (M0/Ms=0.5) 
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图 5 El Centro 波入射时的加速度时程与反应谱 (D=10 m, β=250 m/s, a=5 m) 

Fig. 5 Time histories and response spectra of acceleration for incident El Centro waves (D=10 m, β=250 m/s, a=5 m) 

 

图 6 Taft 波入射时的加速度时程与反应谱 (D=10 m, β=250 m/s, a=5 m) 

Fig. 6 Time histories and response spectra of acceleration for incident Taft waves (D=10 m, β=250 m/s, a=5 m) 
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图 7 El Centro 波入射时的加速度时程与反应谱 (D=15 m, β=250 m/s, a=5 m) 

Fig. 7 Time histories and response spectra of acceleration for incident El Centro waves (D=15 m, β=250 m/s, a=5 m) 

 

图 8 Taft 波入射时的加速度时程与反应谱 (D=15 m, β=250 m/s, a=5 m) 

Fig. 8 Time histories and response spectra of acceleration for incident Taft waves (D=15 m, β=250 m/s, a=5 m) 
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图 9 El Centro 波入射时的加速度时程与反应谱 (D=20 m, β=250 m/s, a=5 m) 

Fig. 9 Time histories and response spectra of acceleration for incident El Centro waves (D=20 m, β=250 m/s, a=5 m) 

 
图 10 Taft 波入射时的加速度时程与反应谱 (D=20 m, β=250 m/s, a=5 m) 

Fig. 10 Time histories and response spectra of acceleration for incident Taft waves (D=20 m, β=250 m/s, a=5 m)

单位同为 1g。均匀半空间剪切波速为  =250 m/s。隧

道外径为 a=5 m，埋深分别为 D=10 m（图 5，6），D=15 
m（图 7，8），D=20 m（图 9，10）。计算时首先通过

快速傅里叶变换将地震波时程记录分解为（2048+1）

个间隔相等的覆盖 0～25 Hz 的不同频率分量，然后将

这些频率分量乘以频域中对应点的放大谱（图 3），最

后将放大后的频域结果通过傅里叶逆变换得到时域结

果。对于埋深 D=10 m 的情况，当 El Centro 波入射时，
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隧道（M0/Ms=0）加速度的时程峰值为 0.157g，反应

谱峰值和相应周期分别为 0.437g 和 0.545 s；隧道

（M0/Ms=1/2）加速度的时程峰值为 0.160g，反应谱峰

值和相应周期分别为 0.445g 和 0.542 s；而自由场隧道

中心加速度的时程峰值可达 0.171g，反应谱峰值和相

应周期分别为 0.466g 和 0.462 s；当 Taft 波入射时，隧

道（M0/Ms=0）加速度的时程峰值为 0.135g，反应谱

峰值和相应周期分别为 0.508g 和 0.442 s；隧道

（M0/Ms=1/2）加速度的时程峰值为 0.138g，反应谱峰

值和相应周期分别为 0.521g 和 0.440 s；而自由场隧道

中心加速度的时程峰值可达 0.144g，反应谱峰值和相

应周期分别为 0.566g 和 0.437 s。可以看出隧道质量的

影响很小；隧道动力响应小于相应位置自由场动力响

应，且前者反应谱峰值的频率较后者有一定程度降低。

其它埋深情况也有相同规律。另外可以看出，相比输

入波和自由场加速度响应，隧道加速度响应的高频分

量较少。 
图 11～16 是输入垂直入射的 El Centro 波和 Taft

波的位移时程时，隧道位移和自由场隧道中心点位移

的时程曲线，y 轴单位为 cm。可以看出隧道质量和埋

深对其位移响应的影响很小。由于位移频谱的高频分

量很少，隧道位移响应和自由场隧道中心点位移响应

十分接近。且二者和输入波的曲线形状相比，大致相

当于在 y 轴乘以一个系数，表明二者和输入波的频谱

成分基本相同。

 

图 11 El Centro 波入射时的位移时程 (D=10 m, β=250 m/s, a=5 m) 

Fig. 11 Time histories of displacement for incident El Centro waves (D=10 m, β=250 m/s, a=5 m) 

 

图 12 Taft 波入射时的位移时程 (D=10 m, β=250 m/s, a=5 m) 

Fig. 12 Time histories of displacement for incident Taft waves (D=10 m, β=250 m/s, a=5 m) 

 

图 13 El Centro 波入射时的位移时程 (D=15 m, β=250 m/s, a=5 m) 

Fig. 13 Time histories of displacement for incident El Centro waves (D=15 m, β=250 m/s, a=5 m) 
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图 14 Taft 波入射时的位移时程 (D=15 m, β=250 m/s, a=5 m) 

Fig. 14 Time histories of displacement for incident Taft waves (D=15 m, β=250 m/s, a=5 m) 

 

图 15 El Centro 波入射时的位移时程 (D=20 m, β=250 m/s, a=5 m) 

Fig. 15 Time histories of displacement for incident El Centro waves (D=20 m, β=250 m/s, a=5 m) 

 

图 16 Taft 波入射时的位移时程 (D=20 m, β=250 m/s, a=5 m) 

Fig. 16 Time histories of displacement for incident Taft waves (D=20 m, β=250 m/s, a=5 m) 

4  结论与建议 
本文采用波函数展开法给出了平面 SH 波激励下

土–隧道动力相互作用的解析解。通过数值结果和分

析，得出如下一些结论。 
（1）隧道动力响应的频谱存在明显的波动现象，

当入射角度较小或隧道埋深较大时波动周期较短；当

频率为 0 时动力响应幅值最大，之后呈上下波动并减

小的趋势。 
（2）入射波角度和频率、以及隧道埋深对隧道动

力响应的频谱均有显著影响，而隧道质量的影响较小。 

（3）在土–隧道动力相互作用中，刚体相互作用

起主导作用，而惯性相互作用则比较小，与土–基础–
地上结构动力相互作用机理有明显差别。 

（4）土–隧道相互作用导致隧道动力响应小于相

应自由场的动力响应，且前者反应谱峰值的频率较后

者有一定程度降低。 
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