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移动简谐荷载作用下饱和土体中圆形隧道和 
轨道结构的动力分析 
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摘  要：采用解析法研究了移动简谐荷载作用下饱和土全空间中圆形衬砌隧道和轨道结构的动力响应，用无限长圆柱

壳模拟衬砌，用 Biot 饱和多孔介质理论模拟土体，用 Euler 梁理论模拟钢轨、浮置板并组成周期性的两层叠合梁单元，

结合轨道与衬砌仰拱处的力和位移连续条件，实现轨道结构与衬砌及周围饱和土体的耦合。通过算例分析了荷载移动

速度、自振频率对轨道结构位移、饱和土体位移及孔压的影响，对比了连续浮置板轨道和离散浮置板轨道的动力特性。

结果表明：离散浮置板轨道情形下，轨道结构和饱和土体响应频谱中存在由荷载周期通过不连续浮置板而引发的参数

激励；荷载自振频率接近轨道结构固有频率时产生共振，对轨道结构和饱和土位移、孔压响应均有较大影响；离散浮

置板轨道和连续浮置板轨道动力特性有显著差异，当荷载频率接近有限长浮置板形成驻波的频率时，二者对应的自由

场响应区别明显；增大衬砌厚度可以显著减小饱和土位移响应。 
关键词：饱和土；衬砌结构；浮置板轨道；动力响应；移动简谐荷载 

中图分类号：TU435       文献标识码：A       文章编号：1000–4548(2016)02–0311–12 
作者简介：袁宗浩(1990– )，男，博士研究生，主要从事土动力学方面的研究工作。E-mail: yuanzh@zju.edu.cn。 

Response of rail structure and circular tunnel in saturated soil                 
subjected to harmonic moving load 
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Abstract: Dynamic responses of the rail structure and underground railway tunnel in the saturated soil under moving harmonic 

load are investigated by using the analytical method. The tunnel is simulated as a thin cylindrical shell with infinite length, and 

the soil is modeled as a saturated poroelastic medium using the Biot’s theory. The infinite track with periodic double beam units 

is formulated as a periodic structure. The tracks and soil medium are coupled by the force and displacement compatibility 

conditions at the tunnel invert. The effects of load velocity and external frequency on track responses and displacements and 

pore pressure of saturated soil are investigated. The dynamic characteristics of floating slab tracks with discontinuous and 

continuous slabs are analyzed. It is found that there exists a parametric excitation in the spectra of track and soil responses due 

to the moving load periodically passing through the discontinuous slabs. Resonance phenomenon occurs when the external 

frequency of load is equal to the natural frequency of the tracks. The dynamic characteristics of floating slab tracks with 

discontinuous and continuous slabs have significant difference. The displacements and pore pressures of saturated soil will be 

amplified at the natural frequency arising from the standing waves propagating in the discontinuous slabs. The displacements of 

the saturated soil can be effectively reduced by increasing the tunnel thickness. 
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0  引    言 
地铁附近的建筑物、精密仪器及居民会受到地铁

列车运行引起的振动影响，当前中国各大城市的地铁

建设飞速发展，地铁列车运行引起的环境振动问题受

到广泛关注，并引起了工程研究人员的高度重视。

Metrikine 等[1]建立了二维解析模型，将地铁简化为埋

置于黏弹性地层中的欧拉梁，研究了移动常荷载、简

谐荷载和随机荷载作用下的地表位移响应；Forrest 等[2]
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提出了 Pipe-in-Pipe 模型，建立了三维全空间地铁模

型，并讨论了土与衬砌相互作用对位移的影响；

Balendra 等[3]建立了二维频域有限元模型，分析了地

铁列车引起的环境振动问题；Sheng 等[4]利用“离散

波数法”建立了有限元–边界元模型，用以计算地下交

通荷载引起的土体动力响应；刘维宁[5]等建立了“车

辆–轨道基础–衬砌结构–地基系统”三维有限元模型，

计算分析了地铁列车运行引起的地面振动；Degrand
等[6]采用 Floquet 变换建立了周期性有限元–边界元模

型，研究了隧道和土体的动力相互作用问题；Hung
等[7-8]提出了 2.5 维有限元–无限元耦合模型，用以预

测地铁列车运行引起的地表振动，该模型考虑了轨道

不平顺因素的影响；Bian 等[9]采用 2.5 维有限元结合

能量吸收边界预测了隧道中由于列车运行而产生的地

基振动。以上研究均将地基土体考虑为单相介质。然

而，我国沿海地区大量的地铁都修建在饱和软土地层，

很多时候地铁隧道位于地下水位以下，将土体视为饱

和两相介质更接近于实际。已有的移动荷载引起的土

体动力响应研究表明：用单相介质理论模拟饱和土体

将带来较大误差，无法准确预测整个体系的动力响应，

且无法获得与孔压相关的物理量[10]。 
目前一些学者采用Biot[11]饱和多孔介质理论模拟

饱和土体，并用来研究衬砌结构与饱和土体动力相互

作用。Lu 等[12]利用势函数分解法，研究了移动轴对称

荷载作用下饱和土中无衬砌隧洞的动力响应，并讨论

了荷载速度影响；黄晓吉等[13]研究了饱和土中带有衬

砌隧洞在移动环形荷载作用下的动力响应，比较了弹

性土体隧洞和饱和土体隧洞动力响应的差异，说明了

研究地铁隧道动力响应时采用饱和多孔介质理论的必

要性；刘干斌等[14]研究了无限黏弹性饱和多孔介质中

带有衬砌结构的圆柱孔洞表面受轴对称简谐荷载和流

体压力作用下的频域响应问题；高广运等[15-16]将轨道

结构简化为欧拉梁，建立了 2.5 维有限元饱和土体模

型，研究了地下和地表移动列车荷载作用下地基的动

力响应问题。虽然以上研究都将土体视为饱和多孔介

质，但多采用轴对称或者平面应变模型进行分析，且

没有考虑实际的轨道结构，无法研究地铁运行引起的

轨道结构响应及周围土体的三维动力响应，显然，采

用地铁中常用的浮置板轨道结构与饱和土中衬砌隧道

耦合模型分析该问题更贴近实际。 
本文采用无限长圆柱壳模拟衬砌，采用 Biot 饱和

多孔介质理论[11]模拟衬砌周围土体，首先建立了衬砌

–饱和土体三维全空间模型，将其用于计算变换域中的

频率响应函数。然后用无限长 Euler 梁模拟钢轨，用

沿荷载移动方向间断分布、两端自由的 Euler 梁模拟

离散浮置板，同时钢轨扣件和板下支撑简化为连续分

布、具有频域复刚度的弹簧，根据衬砌仰拱处的力和

位移连续条件，实现离散浮置板轨道与衬砌–饱和土体

模型的耦合。在 Fourier 变换域内，联立轨道结构和衬

砌–饱和土的动力控制方程，求得移动简谐荷载作用

下，钢轨、浮置板位移和饱和土体位移、孔压响应，

并利用快速 Fourier 逆变换（IFFT），得到轨道结构和

土体的时域响应。分析了荷载移动速度和自振频率对

轨道结构、饱和土体动力响应的影响，对比了连续浮

置板轨道和离散浮置板轨道动力特性。 

1  饱和土中圆形衬砌隧道频率响应函数 
本文所采用的坐标系统及三维几何模型见图 1。 

 
图 1 隧道和饱和土几何模型 

Fig. 1 Geometric model for tunnel and saturated soil 

1.1  衬砌结构振动方程 

衬砌结构采用薄壳理论模拟[2]，衬砌在轴向 z、环

向 、径向 r 的振动方程如下： 
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式中  E，  ， 分别为衬砌的杨氏模量、密度和泊
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松比；a 为衬砌壳体中面的半径，h 为衬砌厚度；u， ，

w 为衬砌中面沿 z，θ，r 方向的位移；qz，qθ，qr表示

作用在衬砌中面沿 z，θ，r 方向的净荷载。 
衬砌结构振动方程是一组偏微分方程，在环向 θ

上采用模态叠加法，轴向 z 和时间 t 上采用 Fourier 变
化法进行求解。衬砌结构各应力、位移分量可写为成

如下形式[2]： 
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式中  Qzn，Qθn，Qrn 为应力在环向模态 n 下的分量；

Un，Vn，Wn 为位移在环向模态 n 下的分量；n 为环向

模态数，取值为不小于 0 的整数。 
定义函数 f(z，t)关于坐标 z 和时间 t 的双重 Fourier

变换对为 
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式中，i 1  ，ω 是角频率，ξ 是波数，上标“~”表示

变量为频率–波数域中的量。 
将式（2）、（3）带入式（1a）～（1c），并利用式

（4a）进行双重 Fourier 变换，可得变换域内不同模态

n 下衬砌结构振动方程的矩阵形式： 
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式中， znQ ， nQ
 ， rnQ ， nU ， nV ， nW 是式（2）、（3）

中各变量在频率–波数域内的对应量，矩阵[A]的各元

素表达式可参见文献[2]。 
1.2  饱和土体运动方程 

衬砌周围土体为均质饱和多孔介质，根据 Biot[11]

波动理论： 
2

, , , b f( )i jj j ji j ji i iu M u Mw u w             ，(6a) 
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式中  ui，wi 分别为土骨架位移和流体相对于土骨架

的位移；ui，wi上的点表示对时间 t 的导数；， 为

土骨架的 Lamé 常数； ，M 为表征土颗粒和流体压

缩性的常数；b=η/kd 为反映黏性耦合的参数， ，kd

分别为流体的动力黏滞系数和土的动力渗透系数；

b =n0 f +(1-n0) s ，n0 为土体的孔隙率， f ， s 分

别为流体密度和土骨架密度；m=ρf/n0。 
饱和多孔介质的应力应变关系： 

f2ij ij ij ije p        ，       (7a) 

fp Me M      ，            (7b) 
式中，ζ=-wi,I，σij为总应力分量，e=ui.i为土骨架体变，

εij=(ui,j+uj,i)/2为土骨架应变，δij为Kronecker符号，pf

为孔压。 
根据矢量场的 Helmholtz 分解定理，把式（6a）、

（6b）中土骨架位移 u和流体相对于土骨架的位移 w
用标量势和矢量势表示为 
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式中， ， 分别为土骨架位移的标量势函数和矢量

势函数，χ，Θ 分别为流体相对位移的标量势函数和

矢量势函数。 
饱和多孔介质运动方程（式（6））是关于空间

坐标和时间的偏微分方程组，在柱坐标下可以通过模

态叠加法（环向 ）和 Fourier 变换法（轴向 z 和时间

t）将其化为关于径向 r 的常微分方程进行求解。 
将式（8）代入波动方程（6a）、（6b），并对时间

t 做 Fourier 变换可得 
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式中， 2 是 Laplace 算子，上标“^”表示变量为频域中

的量。 
由式（9a)、(9b）可得Helmholtz方程： 

2 2
f,s f,s f,sˆ ˆ 0k      ，           (10) 

2 2
tˆ ˆ 0k      ，             (11) 

式中，kf，ks和kt分别表示饱和土中快纵波、慢纵波和

横波的复波数，表达式为 
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利用式（9）～（13），经推导整理，频域内各势

函数的表达式为 

f s

f f s s

t

ˆ ˆ ˆ  
ˆ ˆ ˆ  
ˆ ˆ  

  
    



 


  


 

，

，

，Θ 

            (14) 

式中， 
2 2 2

f,s b
f,s 2 2

f f,s

( 2 )M k
Mk

    


  
  




，
2

f
t 2 im b

 


 
 


。 

衬砌周围的全空间饱和土体三维模型及所采用

的柱坐标系统见图1，饱和土体内径为a（与衬砌壳体

中面半径相匹配），外径无穷大，沿轴向无限延伸。

在柱坐标系（r， ，z）中，式（10）、（11）中的

Laplace算子可表达为[2] 
2 2 2

f,s f,s f,s f,s2
f,s 2 2 2 2

ˆ ˆ ˆ ˆ1 1ˆ
r r r r z

   



   

    
   

 ， (15) 

2 2
2 2

ˆˆ 2ˆ ˆ +r
rr r r





      
 

e   

22
2 2

ˆ ˆ2 ˆˆ ++ r
z zr r




  


    
 

e e  ，    (16) 

式中，er，eθ，ez分别为沿柱坐标系主方向 r，θ，z 的
单位向量， ˆ r ， ˆ ， z̂ 为̂ 的分量。 

根据式（8）和（14）将土骨架沿r，θ，z方向的

位移分量和流体沿r方向的相对位移分量用势函数表

达为 

sf

sf

sf

ˆˆ ˆ ˆ1ˆ  

ˆ ˆˆ ˆ( )1 1ˆ  

ˆ ˆˆ ˆ1ˆ  

ˆˆˆ 1ˆ  

r z

r
z

z
r

z
r

u
r z r

ru
z z r r r

u
r r r z

w
r r z









  
 

  


  





             
  

       


          


       

，

，

，

。

 (17) 

类似于式（2）、（3），可设各势函数具有如下形式： 

f 1
0

s 2
0

0

0

0

ˆˆ ( , , )cos  

ˆˆ ( , , )cos  

ˆ ˆ ( , , )sin  

ˆ ˆ ( , , )cos  

ˆ ˆ ( , , )sin  

n

n

r r
n

n

z z
n

f z r n n

f z r n n

g z r n n

g z r n n

g z r n n

 

 

 

 

 

 





















 



 



 



 



 












，

，

，

，

。

       (18) 

将式（15）、（16）、（18）代入式（10）、（11），

并对坐标 z 做 Fourier 变换，可得 

2 2 2 2 2
1 1 f 1

2 2 2 2 2
2 2 s 2

2 2 2 2 2
t

2 2 2 2 2
t

2 2 2 2 2
t

[( ) ] 0 

[( ) ] 0 

[( ) 1] 2 0 

[( ) 1] 2 0 

[( ) ] 0 

r r r

r

z z z

r f rf k r n f

r f rf k r n f

r g rg k r n g ng

r g rg k r n g ng

r g rg k r n g



  











     

     

        

       

     

  

  

   

   

  

，

，

，

，

，









(19a) 

式中的求导符号表示对 r 求偏导。 
利用规范变换不变性，可设 rg g    ，代入式

（19a）第三式，可得 
2 2 2 2 2

t[( ) ( 1) ] 0r r rr g rg k r n g         。(19b) 

可见式 19（a）第一、二、五式为 n 阶修正 Bessel 方
程，式 19（b）为 n+1 阶修正 Bessel 方程，以上 Bessel
函数的解有如下形式： 

1 1 1 1 1

2 2 2 2 2

1 1

I ( ) K ( ) 

I ( ) K ( ) 
I ( ) K ( ) 

I ( ) K ( ) 

n n

n n

r r n r n

z z n z n

f A r B r

f A r B r
g g A r B r
g A r B r



 

 
 

 
 

 


  


    
  





 


，

，

，

。

   (20) 

式中  2 2 2
1 fk   ， 2 2 2

2 sk   ， 2 2 2
tk   ；In，

Kn 为第一、二类 n 阶修正 Bessel 函数；A1，B1，A2，

B2，Ar，Br，Az及 Bz为待定系数，由模型边界条件确定。 
结合式（14），将式（18）中各势函数代入式（17）

中，并对坐标 z 做 Fourier 变换，不同模态 n 下各位移

分量可表示为
 

 

 

1 2

1 2

1 2

' '
f 1 s 2 t t

i cos  

i sin  

1i cos  

i cos  

r r z

r z

z r r

r z r

nu f f g g n
r

nu f f g g n
r

nu f f g g n
r

nw f f g g n
r



 

 

 

    

         
         


        


         

   

   

   

   

，

，

，

。

(21) 

由应力应变关系（7a）、（7b）和式（21），求得各

应力分量（含孔压）在不同模态 n 下的表达式，具体

见参考文献[17]。 
将式（20）代入式（21）中，可得不同模态 n 下，

饱和土的土骨架位移频率–波数域中的矩阵表达式： 

   
r

z

u
u
u


 
     
 
 


 


u S U D   。      (22) 

同理，总应力矩阵表达式为 

   
rr

r

rz







 
     
 
 


 


S T D  。        (23)

 

式中 
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 T
1 1 2 2 r r z zA B A B A B A BD ， 

 
cos 0 0

0 sin 0
0 0 cos

n
n

n






 
   
  

S ；  U 和  T 均为 3×8

的矩阵，矩阵元素为 iju ， ijt ，具体表达式见文献[17]。 

比较式（22）、（23）与式（5），为求解方便，做

如下定义： 

 

 

 

 

rn

n

zn

rrn

r n

rzn

U

U

U

T

T

T





 
      
 

   


  
       
  
   










，

。

U D

T D
         

 (24) 

1.3  衬砌与周围饱和土体相互作用 

为研究隧道衬砌与周围饱和土体的相互作用，求

解未知待定系数，引入边界条件：①作用在衬砌壳体

上的净荷载等于壳体内外表面荷载的合力；②衬砌与

饱和土体接触面位移、应力连续；③衬砌与饱和土体

接触面完全不透水；④径向无限远处的位移衰减为 0。
为求解饱和土中圆形衬砌隧道的频率响应函数，在仰

拱处（θ=0，z=0，r=a）径向作用单位脉冲荷载（图 1）： 
0 

( ) ( ) ( )  

z

r

p p
t zp

a



   
  




 

，

，
         (25)

 

式中， ( )  为狄拉克 δ 函数，将 ( ) / a  展开为 Fourier
余弦级数，并做关于 z 和 t 的双重 Fourier 变换，可得

不同模态 n 下该荷载在频率–波数域中各应力分量： 
0 

1 ( 0)
2π  

1 ( 0)
π

zn n

rn

P P

n
aP

n
a

  


    
 
  

 



，

。
       (26) 

根据边界条件①，根据式（5）在衬砌与饱和土体

接触面处有： 

2

tunnel

[ ]
(1 )

znn zn rzn

n n n r n

n rn rrnrn

QU P T
Eh V Q P T

a v
W P TQ

  

      
                       

        
            

  
  

   
A  ， (27) 

式中， rznT ， r nT 
 ， rrnT 为荷载引起的衬砌外表面的总

应力分量。 
根据边界条件④，式（22）、（23）中，In 和 In+1

的系数均应为 0，即： 
1 2 0r zA A A A      。      (28) 

根据边界条件 2，衬砌与饱和土体接触面的位移、

应力表达如下： 

1
32 34 36 38

2
22 24 26 28

12 14 16 18

n zn

n n
r

n rn r ar a
z

B
U U u u u u

B
V U u u u u

B
W U u u u u

B





 
                     
             

 
 
 

 

 r a 
 U F

 
  ，           (29)

 
32 34 36 38

22 24 26 28

12 14 16 18tunnel soil( )

rzn rzn

r n r n

rrn rrn r ar a

T T t t t t
T T t t t t
T T t t t t

 



     
            
         

 
 
 

 

 

1

2
r a

r

z

B
B
B
B

 

 
 
    
 
  

T F
 

  。         (30)
 

由式（20）、（21）、（28），结合边界条件 3，可得 
  0rn r ar a

W  
   W F   。    (31)

 
式中， rnW 表示不同模态 n 下流体沿 r 方向相对位移

分量，  W 为 1×4 的矩阵，具体表达式见附录。 
联立求解式（26）、（27）、（29）～（31）得 

   

 

11

22
[ ]

(1 )

0

zn

r a r a n

r rn
r a

z

B PEh
B Pa v
B PW
B





  

 

  
                

           



 。

A U T
F

 

(32) 
由式（7b）、（20）、（21）、（28），可得 

 fnP P  F
 

  ，          (33)
 

式中， fnP 表示不同模态 n 下的孔压， P 为 1×4 的矩

阵，具体表达式见附录。 
由式（29）、（33）可得不同环向模态 n 下

 ( )r R R a ≥ 处的位移、孔压： 

 
 

f

zn

n r R

rn r R

n r R

U
U

PU
P

  

 



 
         
   
  






U
F   。     (34) 

将各环向模态 n 下的位移、孔压求和，得到饱和

土中圆形衬砌隧道波数域中频率响应函数：
 

0

f f

( , , )cos
( , , )sin
( , , ) cos
( , , )cos

r rn

n

nz zn

n

u U r n
u U r n
u U r n
p P r n

 

  
  
  
  





  
  

      
   
      








 。   (35) 

 

2  移动简谐荷载作用下浮置板轨道及

饱和土体动力响应 
轨道结构采用地铁中常用的离散浮置板轨道，如
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图 2 所示，钢轨简化为无限长 Euler 梁，浮置板考虑

为沿 z 向间断分布、两端自由的 Euler 梁，钢轨扣件

和板下支承模拟为连续支承的复刚度弹簧。由图 2 可

知，在长度 L 范围内的钢轨梁、浮置板梁和周围土体

形成了以浮置板长度 L 为周期的周期结构。移动简谐

荷载作用下浮置板轨道、周围土体动力响应问题的求

解可以转化到在一块浮置板长度范围内进行[18]。 
钢轨和浮置板控制方程（0≤z≤L）： 

4 2
i1 1

1 1 1 1 1 24 2 ( ) e ( ) tu uE I m k u u z ct
z t

 
 

    
 

， (36)
 

4 2
2 2

2 2 2 1 1 24 2 ( ) 0u uE I m k u u R
z t

 
    

   
。 (37)

 
仰拱处轨道与衬砌结构相互作用力为 

2 2 3( )R k u u    ，      
  

    (38) 
式中，u1为钢轨位移，u2为浮置板位移，u3为衬砌仰

拱处的径向位移，k1，k2 分别为扣件弹簧和板下支撑

弹簧复刚度，E1I1，E2I2和 m1，m2分别为钢轨、浮置

板弯曲刚度和单位长度质量， =2πf0 为荷载自振频

率，c 表示荷载移动速度，R 为仰拱处轨道与衬砌结

构的相互作用力。 

 

图 2 离散浮置板轨道模型 

Fig. 2 Floating-slab track model with discontinuous slabs 

根据周期性结构的性质[18]可得 
i( / )1 1( , ) (0, )e

j j
L c

j j

u L t u t
z z

 


 
 (j=0, 1, 2, 3) 。 (39a)

 
浮置板两端自由，弯矩和剪力为零的边界条件为 

2 2( , ) (0, ) 0
j j

j j

u L t u t
z z

 
 

 
 (j=2, 3) 。  (39b)

 
对式（36）～（39）关于时间 t 做 Fourier 变换得 

4
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4
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  ，          (42) 
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d

j j
c L

j j

u L u
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  
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(j=0, 1, 2, 3)，(43) 

2 2ˆ ˆd ( , ) d (0, ) 0
j j

j j

u L u
z z

 
 

       
(j=2, 3) 。 (44)

 
仰拱处轨道与衬砌结构相互作用力可写为

[18]
： 

i( ( - ) / )ˆ ( )e n c z
n

n
R b   






 
 

( 2π / )n n L   ， (45) 

式中， ( )nb  表示待求未知数。 
对式（45）关于坐标 z 做 Fourier 变换，并乘以衬

砌仰拱处位移频率响应函数，获得频域–波数域中仰拱

处位移表达式： 

3 ( , ) ( , ) ( )2π  t n n
n

u H b
c c
        





     
 

 ，(46)
 

式中， ( , )tH   表示衬砌仰拱处径向位移频率响应 

函数，由式（3 5）给出：
0

( , ) ( , , )t rn
n

H U r   




   

, 0
cos

r a
n




  ，下标“r=a，θ=0”就是衬砌仰拱的坐标。 
衬砌仰拱处位移在频域–空间域的表达式为 

i( ( - ) / )
3ˆ ( , ) ( ) ( , )e n c z

n t n
n

u z b H
c c

   
   



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    。(47) 

整理式（40）、（41）和（45），得到如下的非齐次

线性方程组： 
24
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式中， T
1 2ˆ ˆ ˆ( , ) [ ( , ), ( , )]u z u z u z   。 

式（48）的解答可以表示为通解和特解两部分： 
8
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(49) 
式中，ap 是通解部分中的待求未知数， p 和 ˆ

pZ 分别

表示通解的特征值和特征向量，由以下表达式求得： 
4 2
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。(50) 

Û 和 n̂V 是对应于式（48）右端项特解的系数表达式，

具体可由下式求得： 
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(51a) 
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(51b) 
式（49）关于钢轨和浮置板位移的表达式只是针

对 0≤z≤L 范围内的，在-∞≤z≤+∞的范围内， 1̂u 和 2û
的表达式为

[18] 
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(52) 

考虑 n 为有限项（-nmax≤n≤nmax），之前的表达

式共有 2nmax+9 个未知数（
max max0, , , ,n nb b b   ）和（a1，

a2，…，a8）。将式（45）、（47）和（52）代入式（42），
并结合边界条件式（43）、（44）可得如下 2nmax+9 个

方程，用于求解以上同等个数的未知数。 
当 n=0 时， 
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式中，m=0，1，2，3。 
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 (53e) 

式（53d）和（53e）中 m=2，3。 
在求得以上2nmax+9个未知数后，将其代入式（47）

和（52），可以获得钢轨、浮置板和衬砌仰拱处的位移

频域解答，通过快速 Fourier 逆变换（IFFT）可以获

得相应的时域解。利用地基不同位置处的位移、孔压

频率响应函数（式（35））替换式（47）中的衬砌仰

拱处径向位移频率响应函数 tH ，可以求得饱和土体地

基任意位置处的位移和孔压响应。 

3  计算结果及分析 
3.1  模型验证 

为验证饱和土中圆形衬砌模型的正确性，将饱和

土退化为单相介质（ f ，b，α，m，M 取值为 0），其

余参数同文献[2]，计算简谐点荷载作用下，位置 r=  
20 m，θ=90°，z=0 处土体的径向、环向位移 ur，uθ，

并与 Hunt[2]
单相介质解析解作对比，对比结果见图 3。

由验证算例可以看出：本文模型与验证模型计算结果

吻合较好，说明了本文方法的正确性。 

 
图 3 本文与 Forrest 等[2]的结果对比 

Fig. 3 Comparison between authors' and Forrest’s results 

 

3.2  数值计算结果 

本节采用的计算参数见表 1，2，其中衬砌结构参

数参考文献[2]，饱和土体参数参考文献[19]，轨道结

构参数（对应于两根钢轨）参考文献[18]。 
表 1 饱和土和衬砌结构参数 

Table 1 Parameters for saturated ground and tunnel structure 
衬砌参数 饱和土体参数 

E= 5×1010 N/m2， λ= 4.67×107 N/m2， α= 1.0， 
 = 2500 kg/m3， μ= 2×107 N/m2， M= 6.125×109 N/m2， 
 = 0.3， ρf= 1000 kg/m3， b= 1.0×109 m3 s/kg， 
a= 3 m， ρs= 1816 kg/m3，  
h= 0.25 m， n0= 0.4，  

表 2 轨道结构参数 

Table 2 Parameters for floating-slab tracks 
轨道结构

参数 
抗弯刚度 
EI/(Pa·m4) 

单位长度质量 
m/(kg·m-1) 

支撑弹簧复刚度 
k/(N·m-2) 

钢轨 1.29×107 120.6 4×107×(1+0.3i) 
浮置板 1.43×109 3500 5×107×(1+0.5i) 
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图 4 为简谐荷载频率为 40 Hz，并以不同速度通

过时，钢轨、浮置板上坐标 z=0 m 处位移响应频谱及

饱和土体中坐标 r=4.5 m、θ=0°、z=0 m 处的径向位

移、孔压响应频谱。从图 4 中可以看出，移动简谐荷

载作用下，钢轨、浮置板位移及饱和土体径向位移、

孔压响应频谱在简谐荷载自振频率 40 Hz 附近达到峰

值，当远离荷载自振频率时，以上频域中的响应整体

上呈减小趋势，因此在 Fourier 逆变换计算时域结果

时，以荷载自振频率为中心，截取频域结果的部分值

即可获得满意的精度；随着荷载移动速度的增大，轨

道、土体响应频谱在荷载自振频率附近很窄的频段内

会有所下降，而在其他大部分的频段处响应会有显著

增加。由于本文采用的是周期支撑的离散浮置板轨道

结构，浮置板的不连续性将导致轨道结构刚度的周期

性变化，荷载在刚度周期性变化的轨道上移动将引发

参数激励[20]，图 4（a）～（d）可见，当速度 c=20 km/h
时，荷载周期通过浮置板长度 L 造成的参数激励(位
移、孔压频谱周期出现谷值)，相邻谷值所对应的频率

间距为：Δω/2π=c/3.6/L= 0.925 Hz（如图 4 标注中所

示），此处 3.6 是速度单位的换算量，速度 c=40 km/h
和 60 km/h 时的谷值间距分别为 1.85 Hz 和 2.78 Hz。
当简谐荷载速度、自振频率为其他值时，钢轨、浮置

板位移频谱及饱和土体位移、孔压频谱均有以上的变

化规律。 
图 5 为简谐荷载频率为 40 Hz，并以不同速度通

过时，钢轨、浮置板位移和饱和土体径向位移、孔压

时程曲线，图中取时程响应的幅值，观察点位置同图

4。图 5 中的时程曲线由图 4 中频域结果经 Fourier 逆
变换得到，积分范围取为[f0-10，f0+10]Hz[18]，积分步

长取为 Δf=0.05 Hz，此处 f0=40 Hz[18]。从图 5 中可以

看出，位移、孔压响应均在荷载到达观察点正上方时

达到最大值（t=0 时刻，荷载作用位置和观察点位置

均在 z=0 m 处），且关于 t=0 时刻轴对称，随着荷载移

动速度的提高，轨道位移和土体位移、孔压幅值均

变化不大，这是由于地铁列车运行速度一般较低，

小于地基土体的剪切波速，速度引起的动力放大作

用并不明显，有别于地面移动荷载引起的土体动力

响应问题[10]，但响应持续的时间随着荷载速度的提

高而减小。对比图 5（a）～（c），钢轨、浮置板和

饱和土体径向位移幅值依次减小，说明远离荷载作用

点，位移响应呈衰减趋势；观察图 5（c）、（d）可以

发现饱和土体位移、孔压响应持续时间比轨道结构响

应持续时间更长，这是由于轨道结构的存在，改变了

移动点荷载的传力路径，使得其在土体中的影响范围

更广。 

 

 

 

 

图 4 荷载频率为 40 Hz 不同移动速度下轨道、饱和土体响应 

.频谱 

Fig. 4 Spectra of track and saturated soil responses due to 

harmonic load (f0=40 Hz) with different velocities 
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图 5 荷载频率为 40 Hz 不同移动速度下轨道、饱和土体响应时 

.程曲线 

Fig. 5 Time histories of track and saturated soil responses due to 

harmonic load (f0=40 Hz) with different velocities 

为研究移动简谐荷载自振频率对轨道结构、饱和

土体动力响应的影响，图 6 给出了荷载移动速度为

c=60 km/h 不同自振频率下钢轨、浮置板位移和饱和

土径向位移、孔压响应频谱，观察点位置同图 4。由

图 6 可以看出，不论是轨道结构还是土体响应频谱主

要成分均分布在以自振频率为中心的一段范围内，荷

载自振频率 f0=15 Hz 时，钢轨、浮置板位移响应的峰

值大于其他荷载频率产生的位移响应峰值，这是由于

15 Hz 更接近于浮置板的固有频率 [21](f1=1/(2π) 

2 2/k m =19.02 Hz)，产生共振现象。由图 6（c）、（d）
可以看出，浮置板固有频率所对应的共振现象不仅对 

 

图 6 荷载移动速度为 60 km/h 不同自振频率下轨道、饱和土体 

响应频谱 

Fig. 6 Spectra of track and saturated soil responses due to 

harmonic load (c=60 km/h) with different frequencies 
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轨道结构响应有较大影响，对于自由场响应（饱和土

位移、孔压）同样有重要影响。 
取移动荷载自振频率 f0分别为 1，2，…，200 Hz

（相隔 1 Hz），计算钢轨、浮置板上坐标 z=0 m 处频

域内位移响应及饱和土体中坐标 r=4.5 m，θ=0°，z=0 
m处频域内径向位移、孔压响应，然后通过快速Fourier
逆变换（IFFT），将频域内的位移、孔压响应转化为

时域内的结果，并在时域内将各个荷载自振频率下轨

道结构位移和饱和土体位移、孔压的最大值（幅值）

记录下来，绘制于图 7。从图中可以看出，不论轨道

结构还是自由场响应都存在 4 个共振频率，分别为

f1=19.02 Hz，f2=63.25 Hz，f3=102.15 Hz，f4=174 Hz，
其中 f1=19.02 Hz 对应于浮置板固有频率，如前文所

述；f3=102.15 Hz 对应于钢轨固有频率，可以由单自

由度钢轨（此时由于浮置板刚度、质量远大于钢轨，

认为浮置板位移为 0，钢轨通过扣件固定于固定端）

近似求得：f3= 1 11/(2π) /k m =100.66 Hz；f2=63.25 Hz
和 f4=174 Hz 是由于浮置板的间断分布导致波动在板

中传播至自由端时发生反射，与之前的波叠加形成驻

波，驻波引起的共振频率可由“自由–自由梁”的固有

频率计算得到[18] 
2

2 2
2

2 2π
n

n
E If
m L




 
 ，         (54)

 
式中， 1 4.73  ， 2 7.853  ， 3 10.996  ，…。 

由于上述 4 个轨道结构固有频率的存在，使得荷

载自振频率对轨道结构响应和自由场响应的影响变得

复杂起来，这也可以解释前文图 6（a）中，荷载自振

频率为 50 Hz 时，钢轨位移响应频谱上的峰值大于自

振频率为 30 Hz 时的位移响应峰值，以及图 6（d）中

荷载自振频率为 30 Hz 时，饱和土体孔压频谱上的峰

值大于自振频率为 5 Hz 时的孔压响应峰值。 
由图 7（a）可知钢轨最大位移响应发生在钢轨固

有频率 f3=102.15 Hz 处，驻波引起的共振频率对其影

响相对较小；图 7（b）可见浮置板固有频率和驻波引

起的共振频率均对浮置板位移有较大影响，浮置板最

大位移响应发生在浮置板固有频率 f1=19.02 Hz 处，钢

轨固有频率对其影响较小；从图 7（c）、（d）可以看

出，对于饱和土体位移、孔压响应随着荷载自振频率

的提高，响应水平整体上呈降低趋势，这是由于荷载

频率越高，水土两相耦合作用越强烈，能量耗散越大，

但在轨道结构的 4 个固有频率处均存在动力响应的局 
部放大现象。 

图 7 中还呈现了移动简谐荷载作用于连续浮置板

轨道轨道结构和自由场的动力响应，连续浮置板轨道

结构与周围衬砌及饱和土的耦合思路详见参考文献

[21]，连续浮置板轨道情形下，轨道结构和自由场动力 

 

 

 
图 7 荷载移动速度为 40 km/h 不同自振频率下轨道、饱和土体 

.响应最大值 

Fig. 7 Maximum responses of track and saturated soil due to 

harmonic load (c=40 km/h) with different frequencies 

响应只存在两个共振频率（浮置板固有频率 f1=19.02Hz
和钢轨固有频率 f3=102.15 Hz），这是由于连续浮置板

轨道中浮置板采用无限长连续 Euler 梁模拟，不存在离



第 2 期                    袁宗浩，等. 移动简谐荷载作用下饱和土体中圆形隧道和轨道结构的动力分析 

 

321

散浮置板自由端的波反射。由图 7（a）可知，对于两

种轨道结构，钢轨位移只在浮置板固有频率（f1=19.02 
Hz）和驻波引起的两个共振频率（f2=63.25 Hz、f4=174 
Hz）附近有差别，最大差值约为 6 dB，而在其余荷载

频率处差别不大；受以上 3 个共振频率的影响，如图 7
（b）所示，两种轨道结构的浮置板位移表现出了较大

差别，离散浮置板位移大于连续浮置板位移，f1=19.02 
Hz 处差值约为 5 dB，f2=63.25 Hz 处差值约为 15 dB，
f4=174 Hz 处差值可达 28 dB。对于两种轨道结构下的

自由场响应如图 7（c）、（d），饱和土位移、孔压在驻

波引起的共振频率 f2=63.25 Hz，f4=174 Hz 附近有较大

差别（离散浮置板轨道情形下的自由场响应大于连续

浮置板轨道情形下的自由场响应），饱和土位移在

f2=63.25 Hz 处差值约为 15 dB，f4=174 Hz 处差值约为

26 dB，对于孔压差值分别约为 9，23 dB，在其余荷载

频率处的自由场响应差别不大。 
图 8 给出了采用连续浮置板轨道衬砌厚度对不同

荷载自振频率下饱和土径向位移最大值的影响，荷载

速度 c=40 km/h，绘图方式同图 7，由图 8 可知在 3 种

衬砌厚度下（h=0.25，0.375，0.5 m），饱和土径向位

移均在浮置板固有频率 f1=19.02 Hz 处取得峰值，且在

钢轨固有频率 f3=102.15 Hz 处存在局部放大，这两个

频率对应于体系的共振频率。随着衬砌厚度 h 的增大，

饱和土径向位移在大部分荷载频率段呈降低趋势，这是

由于衬砌作为能量吸收层可以降低自由场的响应
[1]
，但

在 f1=19.02 Hz 处，由于浮置板固有频率的影响随着衬

砌厚度的增加，饱和土位移没有显著改变。 

 
图 8 衬砌厚度对不同荷载自振频率下饱和土径向位移最大值 

的影响 

Fig. 8 Effect of tunnel thickness on maximum radial displacement 

of saturated soil under harmonic load with different frequencies 

4  结   论 
（1）随着荷载移动速度的增大，轨道结构、饱和

土体响应频谱在荷载自振频率附近很窄的频段内会有

所下降，而在其他大部分的频段处有显著增加，时程

中轨道位移和饱和土体位移、孔压幅值均变化不大，

但响应持续时间减小；对于同一荷载移动速度，土体

响应持续时间大于轨道结构响应持续时间。 
（2）移动荷载周期通过离散浮置板轨道，轨道结

构、饱和土体都会产生明显的参数激励现象，参数激励

频率等于荷载移动速度与不连续浮置板长度的比值。 
（3）不同荷载自振频率下，轨道结构、饱和土体

响应频谱均分布在以荷载自振频率为中心的一段范围

内，远离荷载自振频率，频域内响应不断减小。 
（4）离散浮置板轨道情形下，在本文考虑的频率

范围内（1～200 Hz），轨道结构存在 4 个固有频率，

即钢轨固有频率、浮置板固有频率和两个驻波引起的

固有频率，当荷载自振频率接近上述 4 个固有频率时，

轨道结构和自由场响应均产生共振现象。 
（5）连续浮置板轨道情形下，轨道结构只存在两

个固有频率，即钢轨固有频率、浮置板固有频率；离

散浮置板轨道情形下的自由场响应在两个驻波引起的

固有频率处大于连续浮置板轨道情形下的自由场响

应，饱和土位移响应增幅分别为 15，26 dB，孔压响

应增幅分别为 9，23 dB。 
（6）随着衬砌厚度的增大，饱和土体位移响应呈

减小趋势。 
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附  录 
矩阵    1 2 3 4w w w w W 中的各元素： 

1 f 1 1 1 1( ( ) ( ))n n
nw K r K r
r

     ，

2 s 2 2 1 2( ( ) ( ))n n
nw K r K r
r

     ， 

3 t 1i ( )nw K r   ， 

4 t ( )n
nw K r
r

  。 

矩阵    1 2 3 4P p p p p  中的各元素： 
2

1 f f 1( ) ( )np Mk K r    ， 
2

2 f s 2( ) ( )np Mk K r    ， 

3 0p  ， 

4 0p  。

 


