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摘  要：对代表目前研究水平的几个主要固结理论解析解进行了分析研究，结果表明，线性、非线性、大变形、次固

结流变等条件下的固结理论解析解可用一个一般解形式来表示，而一般解的形式与经典 Terzaghi 固结理论解相同，只

需用变量 Dv(t)代替 Terzaghi 常数固结系数 Cv。研究表明，不同的 Dv(t)形式反映了固结模型中的不同假定，通过拟合试

验得到的 Dv(t)可以综合反映非线性、大变形与次固结等影响因素。在此基础上，建议了一个简便的固结变形时间过程

计算方法。建议方法无须另行复杂的参数试验，方法简单实用，与试验结果吻合很好。 
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General solution to one-dimentional consolidation theories and simple  
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Abstract: Several representative analytic solutions to the consolidation theories are analyzed. The results show that there is a 

general solution which can be used for linearity, nonlinearity, large deformation and secondary consolidation analysis. The 

general solution is the same as the Terzaghi consolidation theory in form, and only the variable Dv(t) is used to replace the 

consolidation coefficient Cv. Different forms of Dv(t) reflect different assumptions in the consolidation theories. A simple 

method to compute the process of the consolidation settlement is suggested, and the results by the proposed method are in good 

agreement with the experimental ones. 
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0  引    言 
自 1923 年 Terzaghi 提出渗透固结理论，90 a 来

Terzaghi 固结理论的基本思想和方法被广泛应用于工

程实践，发挥了重要的基础性作用。土的沉降计算一

般包括两方面的内容，总沉降量和沉降的时间过程。

今天在许多情况下已能够预估出不超过 10%～20%的

总沉降量或最终沉降量，但是预估沉降与时间关系的

能力仍然相当差[1]，按照 Terzaghi 理论预估的沉降变

形时间过程常常与实测相差甚远，甚至无法准确合理

地再现固结试验的变形时间过程。然而由于方法简单，

Duncan [2]指出，尽管存在一些众所周知的缺陷，传统

Terzaghi 固结理论仍然是教授和解释固结物理过程和

快速评估沉降的有效工具和方法。 
1993 年 Duncan[2]在第 27 次太沙基讲座中专题分

析了传统 Terzaghi 固结理论的不足，认为常数固结系

数、线弹性土骨架以及均匀应变 3 个假定是导致传统

Terzaghi 固结理论产生偏差的主要原因。1998 年 
Olson[3]在第 31 次太沙基讲座中又再次专门讨论了固

结变形的时间过程问题。认为固结系数的变化、大应

变、非线性的应力应变关系、多向渗流和次固结问题

是软土地基变形时间过程研究中应当考虑的基本方

面。他们都认为 Terzaghi 常数固结系数假定缺乏合理 
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性。而事实上在室内试验中，很早就已发现不同固结

压力得到的固结系数不是常数。 
关于 Terzaghi 固结理论，普遍认同的几个主要问

题是，变形系数和渗透系数是常数，没有考虑大变形

问题，没有考虑次固结流变问题。由于数学上的困难，

到目前为止，虽然针对以上问题开展的研究有很多，

但只有少数的研究得到了解析解。Davis 等[4]采用 e–
lgp 的非线性应力变形关系改进了变形的线性关系，

但仍假定固结系数为常数，即渗透性与压缩性成比例，

得到了一维非线性固结的解析解。Lekha 等[5]采用 e–
lgp 和 e–lgk 的关系改进了 Davis 等的理论，得到了

解析解。Gibson 等[6]考虑了大变形效应，提出了有限

应变固结模型，并建议了 CF=C0- (e0-e)的变系数方

法。谢康和等[7]考虑了渗透系数和压缩性特性的变化，

得到了拉格朗日坐标下的大应变固结方程与解析解。

Amiri 等[8]假定压缩性和渗透性随固结时间按指数函

数关系变化，得到了解析解。Poskitt 等[9]最早采用 e
–lgp 和 e–lgk 建立了非线性有限应变的一维固结理

论，并用摄动法得到了解析解，Poskitt 理论是一个比

较完整的固结理论解，其特点与谢康和解类似，同时

考虑了压缩系数、渗透系数的变化以及有限变形的影

响，但没有考虑次固结蠕变的影响。Merchant[10]与

Gibson 等[11]将弹簧和粘壶并联来模拟次固结流变，得

到了流变固结问题的解析解。 
然而，由于考虑多影响因素的固结方程在数学求

解上有一定的难度，多数情况下的固结方程仍需用数

值方法求解，如Schiffman等[12]假定渗透系数k和体积

压缩系数mv为深度的多项式函数和指数函数，利用有

限差分法对瞬时加载条件下软土一维固结问题进行了

数值求解。Barden等[13]用有限差分法计算了非线性蠕

变问题。Mesri等[14]在非线性固结研究中考虑了压缩性

和渗透性的变化，并用有限差分法编制了一维大应变

固结计算分析程序，计算结果与实际观测吻合很好。 
笔者等[15]根据Terzaghi解建议了一个变Cv的固结/

回弹过程计算方法，取得很好效果。但由于变Cv方法

的理论依据是Terzaghi解，理论上并不十分完备。本文

对目前得到解析解的几个主要固结理论进行了分析研

究，这些解析解基本反映了目前固结模型解析理论研

究的水平。 
 

1  固结理论的解析解 
1.1  Terzaghi 固结理论 

传统的 Terzaghi 固结方程为 
2

v 2

u uC
t z

 


 
  ，            (1) 

式中，Cv=k/mv w 固结系数，k 是渗透系数，mv 是体

积压缩系数， w 是水的重度。为了便于求解，Terzaghi
假定渗透系数k和体积压缩系数mv在土体压密固结过

程中保持不变，即渗透系数 k、体积压缩系数 mv和固

结系数 Cv在固结过程在均为常量。 
Terzaghi 固结理论解析解为 
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式中，U 是 t时刻的平均固结度，H为排水路径。 
1.2  Davis 和 Ragmond 非线性固结理论 

Davis 等[4]采用 e–lgp的非线性关系来改进Terzaghi
的线性压缩变形关系， 

0 c 0lg( / )e e I        。                    (3) 

并假定固结系数 Cv为常数，即固结过程中土的渗透性

与压缩性的变化成正比， 
w v vk C m   。               (4) 

得到的压缩度解析解为 
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由于假定固结系数 Cv 为常数，得到的压缩度解析解

（5）与 Terzaghi 解式（2）相同。此时由于采用了非

线性的变形关系，按应力定义的固结度 Uu 与按变形定 
义的压缩度 Us是不同的。 
1.3  Lekha 非线性固结理论 

Lekha 等[5]改进了 Davis 等[4]的理论，取消了固结

系数 Cv 的常数假定，采用以下的非线性关系来改进

Terzaghi 的假定，实际上其假定的非线性条件与

Poskitt 等[9]采用的假定相同。 
0 c 0lg( / )e e C       ，          (6) 

0 lg( / )ie e M K K    。         (7) 
无量纲固结方程： 
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得到的压缩度理论解为   
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(9)  
定义函数Dv(t)为 
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将式（10）代入式（9）可得 
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对比式（2）与式（11）可发现，两式的级数形式

和系数结构完全相同。其差别是在Terzaghi解中为Cv，
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在 Lekha 解中则是 Dv(t)。而当 Cc/M=1 时，Dv(t)=Cvi，

式（11）回到式（2）Terzaghi 解。这表明，线性与非

线性固结理论的解可能具有相同的解的结构，其差异

主要体现在 Dv(t)的不同表达形式上。 
根据量纲一致的原则可知，Dv(t) 的量纲与

Terzaghi 固结系数 Cv 相同，Dv(t)是初始固结系数 Cvi

的函数。为了区别 Terzaghi 固结系数，不妨称 Dv(t)
为固结变量系数。 

此外，模型参数 M目前尚无标准的试验方法。 
1.4  Gibson 大变形固结理论 

Gibson 等[6]提出了以孔隙比为变量的一维非线性

大应变固结理论，改进了 Terzaghi 的小变形假定。其

固结方程为 
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Gibson 把一维薄层线性条件作为大变形理论的一级

近似，得到了压缩度解析解： 
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式（13）在形式上与 Terzaghi 固结理论解析解相同。

Gibson 未给出大变形条件的解析解，建议按下式计算

CF： 
F 0 0( )C C e e     。         (14) 

并进行了不同情况饱和薄层软土的固结计算。实际上，

式（14）可以看着是最早的变 Cv系数计算方法的建议。 
1.5  谢康和大应变固结理论 

谢康和等[7]采用非线性的压缩与渗流关系，在拉格

朗日坐标下，求得了非线性大应变固结理论解析解，假 
设土体在固结中压缩性和渗透性的非线性变化遵循： 
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由此得到压缩度解析解的结果为 
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显然，式（17）与式（2）Terzaghi 解在形式上是相同

的。 
1.6  Amiri 非线性固结理论 

Amiri 等[8]假定 k(z，t)和 a(z，t)空间均值的变化

规律为 
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其固结方程为 
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通过分析求解，得到如下解析解： 
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从一般性的角度出发，类似式（10）定义函数： 
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则式（20）可以写为 
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    将中间变量A，T定义代入式（21）得 
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对比式（22）与式（2）可以发现，两式的基本形

式相同，之间的差别是Cv与Dv(t)。根据洛必达法则，

式（23）中，当  趋于0，Dv(t)等于Cvi，式（22）
回到Terzaghi解。对比式（23）与式（10）则表明，不

同的Dv(t)是固结模型的不同假定的反映。 
1.7  Poskitt 非线性有限应变固结理论 

Poskitt[9]比Lekha等[5]更早采用了式（6）、（7）的

非线性关系，并以压缩度为变量，建立了非线性有限

应变一维固结理论，固结方程为 
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式中，  为压缩度，a是最终有效应力与初始有效应

力之比，b为最终与初始渗透系数之比， 有限应变，

X，T是无量纲量。 
Poskitt模型同时考虑了压缩和渗流的非线性，考

虑了大变形问题。Poskitt认为Davis等[4]的非线性理论

可以看着是其理论的一个特例。实际上，Lekha等[5]

非线性理论也是其理论的一个特例。 
Poskitt采用摄动法求解了固结方程，结果表明，

Terzaghi解与其摄动法的基本解相同， 
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Poskitt的一级摄动近似解为 
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(27) 
式中， 为摄动参数。Poskitt证明，高阶摄动近似解

的影响已非常小，可以略去。经过一般等式变换，式

（26）可写为 
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式中， 
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可以看到，Poskitt 解式（28）与之前的所有解析

解的形式是相同的，他们之间的差别主要表现为不同

Dv(t)的形式。当不考虑非线性和大变形因素时， =0，
Dv(t)=Cv0，Poskitt 解回到式（2）Terzaghi 解。 
1.8  Merchant 与 Gibson 和 Lo 流变固结理论 

Merchant[10]和Gibson等[10-11]都采用了图1的模型，

将弹簧和Kelvin体并联来模拟次固结流变，而Terzaghi
主固结模型则由单根弹簧来表示。Christie[10]证明

Merchant解与Gibson等解是相同的。该理论可看成是

Terzaghi理论的直接引伸。其保留了Terzaghi的全部假

设，同时增加了次固结流变的模拟。Gibson等的流变

固结方程， 
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(30) 
式中，a，b为弹簧变形系数，为黏壶变形系数。对

式（30）两边作拉普拉斯变换，Gibson等的流变固结

理论解[10-11]为 
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式中， 
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经过等式变换，式（31）可以写为 
2
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式中，   
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。(35) 

不考虑流变作用时， =0，N=0，b=0，M=1，由

式（35），Dv(t)= ，同时式（34）回到 Terzaghi 解。
的定义见式（33）。 

 

图 1 Gibson 等[11]流变固结模型 

Fig. 1 Secondary consolidation model 

将以上的分析结果汇总列入表 1，可以看到：①

各种固结模型的解析解，包括经典的 Terzaghi 固结理

论、Davis 等非线性固结理论、Gibson 有限变形固结

理论、谢康和非线性大应变固结理论、Amiri 非线性

固结理论、Poskitt 非线性有限变形固结理论、

Merchant、Gibson 等流变固结理论具有相同形式的一

般解析解。②不同的 Dv(t)函数形式实际上反映了固结

模型中的不同假定，与固结模型中采用的变形关系、

渗流关系、是否考虑有限变形、是否考虑次流变等因

素有关。③Dv(t)的量纲与 Terzaghi 固结系数 Cv相同，

Dv(t)是初始固结系数 Cvi 的函数，当固结模型去掉附

加的特殊考虑（如非线性、大变形等）时，Dv(t)=Cvi。

考虑到 Terzaghi 固结系数 Cv为常数，Dv(t)是变量，定

义 Dv(t)为固结变量系数。 

2  固结过程计算方法 
通过以上的分析，可以看出，固结时间过程的计

算有两种方法与途径。①方法一，是常规计算方法，

将试验获得的参数直接代入相应的解析解，可计算求

得固结的时间过程。如采用流变固结模型可用 Gibson
等解式（31）计算，如不考虑流变可用 Poskitt 解式（26）
计算，用 Terzaghi 模型则可代入式（2）计算，等等。 
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表 1 固结理论的一般解 

Table 1 General solution to one-dimension consolidation theories 

固结模型  一般解 v ( )D t  

Terzaghi vC  

Davis 等[4]非线性理论 vC  

Lekha 等[5]非线性固结理论   c1 /
v

1 1 1 /
2
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谢康和等[7]大应变固结理论 v0C  
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②方法二，表 1 提示了与常规方法不同的计算路径和

步骤。即先根据试验参数，按照表 1 计算 Dv(t)，将得

到的 Dv(t)代入一般解，也可得到固结变形的时间过

程。 
显然，对于表 1 中的任一固结模型而言，这两种

不同计算路径得到的结果是完全一致的。即把

Dv(t)=Cv=常数，代入表1一般解得到的结果是Terzaghi
解，而若用（29）式计算 Dv(t)，则从一般解得到结果

必定是 Poskitt 解。同理，如果 Dv(t)是符合实际的真

实变化规律，那么按照一般解得到的就一定是真实正

确的结果。这样就可以把固结时间过程问题转化为如

何求 Dv(t)的问题。 
从表 1 可以看到，不同固结模型理论的 Dv(t)差异

很大，如 Terzaghi 理论是常数，而 Poskitt 理论式（29）
却非常繁复。可以确定的是，不同的 Dv(t)反映了固结

模型的不同假定条件，且由于那些假定的条件并不完

全符合实际，它们都是近似的。表 1 有几个问题需要

说明，首先，表 1 中的解析解是针对 Terzaghi 理论的

几个基本缺陷，从一个或几个方面进行的改进，目前

并没有得到包含所有影响因素的理论解析解，如

Poskitt 解考虑了非线性和有限变形问题，但没有考虑

次固结流变的影响，而 Gibson 等理论则是在 Terzaghi

假定下建立的，没有考虑非线性和有限变形问题。目

前情况下要得到包含所有影响因素的理论解析解在数

学上仍有很大的难度。其二，对土的基本特性的认识

把握仍有差距，如对渗透特性与孔隙比、密度、应力、

变形的变化规律的认识与实际尚有距离，表 1 各模型

采用的渗透特性关系差异很大，并没有统一的认识，

认识的不足必定会影响解析解的准确性。另外，有的

理论模型参数获取难度大，甚至获取模型试验参数本

身就是一项复杂而经验性的工作（如渗透特性 e–lgk
参数和流变次固结参数），使这些方法难以在工程实际

中应用。 
因此，表 1 的意义在于，它表明各种固结理论的

解析解，包括经典理论、 非线性理论、有限变形理论

和流变固结理论具有一个相同形式的一般解，而不是

Dv(t)的具体形式，因为不同的 Dv(t)是在不同的假定条

件下得到的，而这些假定并不完全符合实际。显然，

如能通过试验直接求得 Dv(t)，不仅可以排除人为假定

的影响，弥补认识的不足，也可以简化计算参数的试

验过程，简化计算的过程，应是一个合理的选择。 
2.1  Dv(t)试验值的反演方法 

表 1 的一般解与经典 Terzaghi 解式（2）相同，是

一个无法求和的无穷级数。分析表明，该级数的收敛
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速度非常快，当无量纲时间 Tv（Dv(t)t/H2）>0.1 时，

取第一项的截断误差<3%，当 Tv>0.3，误差<0.2%。根

据这一特性，可以取第一项替代级数的计算[15-17]，即

表 1 的一般解可以写为  
2

v
2

( )π
4 ( )

2

81 e
π

D t
t

H tU


    。       (36) 

由式（24）可以得到[15，18] 
2

v 2 2

4 ( ) 8( ) ln
π π (1 ( ))
H tD t
t U t

 
   

  。  (37) 

在固结试验中，式（25）中的 U(t)，H(t)，t是已

知的，其中 U(t)可按下式计算： 

   ( )( ) S tU t
S

   ，             (38) 

式中，S(t)是 t时刻的沉降变形，S∞是最终沉降变形。 
这样就可以通过常规的固结试验直接得到固结变

量系数 Dv(t)的试验值，无须进行复杂的渗透特性（e
–lgk）等专门的特殊试验，所得 Dv(t)试验值的截断误

差仍可用：Tv为 0.05，0.1，0.2，0.3，0.5，误差为 12%，

2.8%，0.21%，0.018%，0.00018%。可以看到，多数

条件下，本方法得到的试验值误差满足工程研究的需

要。 
2.2  Dv(t)试验值的拟合 

进行试验数据的拟合是为了找到合理的 Dv(t)表
达形式及其参数。表 1 的 Dv(t)函数形式复杂多样，不

适合作为拟合的函数。经过大量的试验数据分析，本

文建议采用下式来拟合 Dv(t)的试验数据： 

v0 v
v v

0

( )
1

n

D DD t D
t
t





 

 
  
 

  ，       (39) 

式中，t=0 时，Dv(t)=Dv0。t=∞，Dv(t)=Dv∞。t=t0 时，

Dv(t)为中值，是曲线的转折点，n是系数。参数 Dv0，

Dv∞，t0，n 可通过拟合试验获得。考虑到加载初期瞬

时沉降和不稳定渗流的影响，本文从 Dv(t)试验值的最

大值开始拟合。结果表明，式（39）与试验结果的拟

合很好，见图 2。 

 

图 2 Dv(t)试验数据的拟合 

Fig. 2 Variation of Dv(t) with time 

2.3  固结过程的计算方法 

根据固结试验可以得到式（39）Dv(t)的参数，将

Dv(t)代入表 1 一般解，便可得到固结变形的时间过程。

这便是本文建议的简便计算方法，其方法虽然简单，

但从表 1 可以看出，通过试验拟合得到的 Dv(t)实际上

包含了非线性、大变形与次固结等各种影响因素。 

3  试验结果对比 
图 3 是本文方法与传统 Terzaghi 方法的对比。图

中的 Terzaghi 解采用了 3 个不同的常数 Cv，以使

Terzaghi 方法尽可能接近试验结果，可以看到，无论

如何调整 Cv值，只能使某一小段与试验接近，不可能

使全部或大部分与试验重合，原因是 Terzaghi 方法得

到的过程曲线在形态上与试验结果不同，曲线形态不

同，提示了内在规律的差异，传统 Terzaghi 方法得到

与试验完全一致结果的可能性极小。而本文建议的方

法则可以很好地再现试验过程，与试验结果基本重合，

见图 3。 

 

图 3 本文方法与 Terzaghi 方法的对比 

Fig. 3 Comparison between proposed method and Terzaghi  

.method 

图 4 是本文方法与试验结果的对比。可以看到本

文方法与试验沉降时间过程线基本重合，有很好的一

致性。此外图中还给出了 Terzaghi 方法的计算结果。

为了便于比较，用对数坐标给出了全过程的比较（图

4（a）），在笛卡尔坐标中给出了前 3000 s 的结果（图

4（b））。 
图 5 是一个次固结流变试验的试验结果[19]，试验

时间长达 30 d。可以看到，本文建议方法与试验值基

本吻合，表现了良好的一致性。固结沉降变形过程线

的计算结果显示，对于次固结流变问题，本文方法亦

很好地实现了全过程的模拟，证实了表 1 的理论结果。

作为对比，图中还给出 Terzaghi 方法的计算结果，

Terzaghi 方法的沉降过程与试验结果相去甚远。 
图 6 是浙江玉环某工程原状土样的固结试验结

果。图 6（a）是试验得到的固结变量系数 Dv(t)随时间
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的变化过程。可以看到，在一个分级加荷的标准固结

试验中，不同固结压力条件下固结变量系数 Dv(t)的变

化规律基本类似，呈从大到小逐渐减小，每级荷载重

复的特性，表现为一个以加载过程为周期循环变化的

过程因子。图 6（b）是本文方法得到沉降过程线与试

验值的对比，可以看到，本文方法基本再现了试验过

程，与试验值吻合很好。 

 

图 4 本文方法与试验结果的对比 

Fig. 4 Comparison between proposed method and experiments 

 

图 5 本文方法与次固结试验结果 

Fig. 5 Comparison between proposed method and secondary  

consolidation tests 

 
图 6 本文方法与固结试验对比 

Fig. 6 Comparison between proposed method and staged loading 

consolidation tests 

 

4  结    论 
（1）本文对目前已得到解析解的几个代表性固结

理论进行了分析研究，结果表明，线性、非线性、大

变形、流变次固结等条件下的固结理论解析解均可用

一个一般解来表示，而一般解的形式与经典 Terzaghi
固结理论解相同，只需将常数固结系数Cv用变量Dv(t)
代替。 

（2）研究表明，不同的 Dv(t)函数形式反映了固

结模型中的不同假定。通过拟合试验得到的 Dv(t)实际

上包含了非线性、大变形与次固结等影响因素。 
（3）试验结果证明，Terzaghi 固结系数 Cv 不是

常数，固结过程中 Cv 呈从大到小逐渐减小的变化规

律。在分级加荷的标准固结试验中，Cv呈现出每级荷

载重复的特性，表现为一个以加载过程为周期循环变

化的过程因子。 
（4）建议的固结变形过程计算方法，理论物理背

景清楚，无须另行复杂的参数试验，方法简单实用。结

果表明，建议方法与试验的吻合很好。 
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