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摘  要：路基冻胀融沉是多年冻土区路基的主要病害。冻胀融沉病害与土体水分迁移以及温度变化密切相关，而冻土

温度变化和水分迁移又会相互影响。基于非饱和土渗流和热传导理论，建立冻土水热耦合问题的联合求解微分方程；

然后采用 COMSOL Multi-physics 软件进行二次开发，实现冻土温度场和水分场全耦合数值模拟；进而将数值模拟结果

与土柱冻结和融化实验的结果进行对比，验证水热耦合数值模拟模型的有效性；最后以青海省玛多县地区路基为例，

研究多年冻土路基中温度场与水分场的分布和变化规律。 
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Equations and numerical simulation for coupled water and heat transfer                
in frozen soil  
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Abstract: Frost heaving and thaw collapsing are the main defects of subgrade in permafrost areas and are highly related to the 

coupled heat-moisture migration. Based on the water flow theory of unsaturated soil and the heat transfer theory of soil, the 

differential equations for coupled water and heat transfer are established. The coupled water and heat transfer problem of frozen 

soil is solved using the secondary development of COMSOL Multi-physics. To verify the method for simulating the 

heat-moisture coupled process, the freezing and thawing processes of soil columns are simulated, and the results are compared 

with the measured data from laboratory tests. Finally, a case study is carried out for the subgrade in Maduo county, Qinghai 

Province, and the characteristics of the coupled heat-moisture migration in permafrost subgrade are analyzed. 
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0  引    言 
多年冻土区路基易在辐射、蒸发、降水等环境因

素作用下诱发不均匀沉降、冻胀融沉等病害。这些冻

土病害大多和土体中水分迁移以及相变有关。冻土水

分迁移和相变是一个水热耦合问题：①水分迁移会导

致土体热参数发生显著变化[1-2]，且冻融状态的土体热

参数也有较大差异[1]，这些都会对温度场造成深刻影

响；②冻融界面处冰晶对周围未冻水的抽吸作用产生

相变界面水头[3]，而冻土区中未冻水的扩散率因固态

冰阻滞作用迅速降低[4]，这些会对水分迁移造成深刻

影响；③相变潜热对温度场影响巨大[5]；④土体温度

低于冻结温度时，土体中仍存在未冻水，且其含量与

负温保持动态平衡关系[6]。 
目前，国内外学者已经提出了不少冻土水热耦合

模型。田亚护[5]和孙增奎[7]以土体的状态焓为变量模

拟了相变潜热对温度场的影响；王俊智[8]采用等效显

热容法计算了考虑相变潜热的路基温度场；这些方法

未考虑水分迁移的影响。G.S.Taylor[4]通过传热学和非

饱和土渗流理论建立了水热耦合数值模型，但没有给

出孔隙冰含量与温度和未冻水含量的关系形式；毛雪

松[9]提出了路基水热耦合问题中的联系方程，指出固

态水含量是温度的单变量函数，但没有考虑未冻水迁

移对固态冰的影响。 
在以上水热耦合模型基础上，本文将建立考虑孔

隙冰含量和土体负温、水分迁移之间动态平衡关系的

冻土水热耦合模型。基于非饱和土渗流和热传导理论，
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引入孔隙冰含量和土体负温、未冻水含量之间的经验

关系，进而建立冻土水热耦合求解微分方程。 
本文通过 COMSOL 软件的二次开发功能，实现

了冻土路基中温度场和水分场全耦合数值模拟；并通

过与冻结和融化实验结果对比，验证了水热全耦合模

拟的有效性；进而将耦合模拟应用于分析青海玛多县

地区路基温度场与水分场的分布和变化规律。 

1  冻土水热耦合求解微分方程组 
1.1  温度场控制方程 

考虑二维水热耦合问题，根据傅里叶定律，将相

变潜热作为热源处理，冻土热传导微分方程为[10] 
2 I

I( ) ( )TC T L
t t


    


   

 
  。  (1) 

式中  为微分算子，对于二维问题为[/x,/y]；T
为土体的瞬态温度（℃）；t 为时间（s）；为体积含水

率， I 为孔隙冰体积含量；x，y 为水平和深度方向坐

标（m）；和 I 为土的密度和冰的密度（kg/m3）；L
为相变潜热，取值为 334.5 kJ/kg；()为导热系数

（W/(m℃)）；C()为体积热容（J/(kg℃)）。土体的
和 C 随含水量变化的取值可以参考文献[1]。 

需要说明的是，土体水由孔隙冰和孔隙水两部分

构成。如定义 u 为冻土中未冻水的体积含量， w 为

水的密度，考虑到冰和水的密度不同，本文将冻土体

积含水率定义为= u + I / w  I ，进而用于冻土导热

系数和体积热容计算。 
1.2  水分场控制方程 

冻融状态下的路基中始终存在未冻水，其迁移变

化遵循达西定律。根据 Richard 方程[11]，并考虑孔隙

冰对未冻水迁移的阻滞作用[4]，非饱和冻土中的未冻

水迁移微分方程为 
u I I

u u g u
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式中  u 为冻土中未冻水的体积含量；kg为重力加速

度方向的非饱和土体渗透系数。冻土中水的扩散率计

算如下： 
u
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式中  k( u )为非饱和土的渗透率（m/s）；c( u )为比水

容量（1/m），由滞水模型确定[11]；I 为阻抗因子[4]，

表示孔隙冰对未冻水迁移的阻滞作用，由下式计算： 
I1010I    。             (4) 

1.3  相变动态平衡关系 

冻土温度场和水分场中包含温度、孔隙冰体积含

量和未冻水体积含量 3 个未知量，故还必须引入一个

联系方程才能实现水热耦合模型求解，即建立 I 、 u

和 T 三者之间的联系。本文通过冻土的相变动态平衡

关系建立这个联系方程。 
徐学祖[1, 6]基于实验数据，给出了冻土中未冻水含

量经验关系表达式： 

0
f

u f

Bw T T T
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 

，   。          (5) 

式中  Tf 为土体冻结温度（℃），可根据文献[6]提供

的经验公式计算； 0w 为土体的初始含水率（%）； uw 为

负温度为 T 时的未冻水含水率（%）；B 为常数，与土

类和含盐量有关，可根据文献[6]中的一点法测定，当

没有实验数据时，B 可按砂土 0.61，粉土 0.47，黏土

0.56 选取经验值。 
为了便于理论模型的建立，本文提出了“固液比”

的概念，表示冻土中孔隙冰体积与未冻水体积之比，

记为 BI 表示。根据公式（5），可知： 
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式中，系数 1.1 为水与冰的密度之比 w / I 。 
由式（6）可知，固液比 IB 为温度的单值函数。

因此，冻土中孔隙冰、未冻水和温度的联系方程为 
I I u( )B T     。             (7) 

综上所述，联立温度场微分方程（1）、水分迁移

微分方程（2）和相变动态平衡关系方程（7），即为冻

土水热耦合求解方程组。需要指出的是：该方程组具有

强非线性特点；其联系方程表达式明确，且能合理地描

述孔隙冰含量、未冻水含量和温度三者之间的关系。 

2  基于 COMSOL 二次开发的水热耦合

数值模型 
COMSOL Multi-physics 是一款基于有限元的数

值仿真软件，具有强大的多物理场耦合能力和强非线

性微分方程组求解能力。本文通过 COMSOL 中系数

型偏微分方程模块（PDE）进行二次开发[12]，建立冻

土的水热耦合数值模型，软件中的偏微分方程自定义

界面见图 1。 

 

图 1 COMSOL 偏微分方程自定义界面 

Fig. 1 Customer interface of PDEs in COMSOL 
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表 1 冻土水热耦合模拟函数及参数表 

Table 1 Functions and parameters embedded in simulation of coupled water and heat flow in frozen soil 

符号 名称 物理意义 公式 参数 文献来源 

BI(T) 固液比 孔隙冰与未冻水的体积之比 1.1(T/Tf)B1 Tf, B 文献[6] 

k(u) 渗透率 单位水力梯度下流量 ksSl(1(1S1/m)m)2 ks, l, m Gardner(1958) 

I(I) 阻抗因子 冰对未冻水迁移阻滞作用 1010 I
 I Taylor(1978) 

c(u) 比水容量 基质势变化引起含水量变化 a0m/(1m)S1/m(1S1/m)m a0, m VG(1980) 

D(u) 扩散率  k(S)I/(sr)/c(S)  文献[11] 

注：a0、m 和 l 是根据土体性质确定的本构参数；ks为饱和土的渗透系数。 

软件中的偏微分方程和边界条件函数表达形式见

公式（8）～（10）： 
2
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式中   为计算区域； 为计算区域的边界；n为边

界的外法线方向；ea 为质量系数；da 为阻滞系数；c
为扩散系数；a 为吸收系数；f 为源项；为保守通量

对流系数；为对流系数；为保守通量源项；q 为边

界上的吸收系数；g 为边界上的源项；  为拉格朗日

乘子；h、r 为方程系数。式（8）为求解域上的方程；

式（9）为 Neumann 边界条件；式（10）为 Dirichlet
边界条件。 

将式（1）和式（2）转换为 COMSOL 提供的系

数型偏微分方程组形式： 
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在 非 饱 和 渗 流 分 析 中 ， 本 文 选 用 Van 
Genuchten(VG)滞水模型（1980）和 Gardner 渗透系数

模型（1958）[11]；并将冻土相对饱和度 S 定义为 
u r

s r

S  
 





  ，           (12) 

式中，r和s分别代表土的残余含水率和饱和含水率。 
综上，冻土水热耦合模拟所需要的参数汇总于表

1 中。 

3  数值模型验证 
为验证以上水热耦合数值模型的有效性和可行

性，使用该水热耦合模型反演文献[1]中封闭条件下的

土柱融化和冻结试验。土柱试验装置的简化示意图如

图 2。 
3.1  融化试验模拟及分析 

融化试验的数值模拟中采用文献[1]中图 4.31(c)

的材料属性和实验结果，试验结果见图 3。试验土样

为粉土，其材料属性和试验条件见表 2；数值模拟使

用的渗流模型参数参见表 3。土柱初始状态为冻结状

态，温度约为-1℃。采用 COMSOL 软件反演一维土

柱试验，得到 120 h 后的含水率的分布图见图 3。 
表 2 融化试验中的土性及边界条件参数 

Table 2 Soil properties and boundary conditions in thawing tests 

试验 土性 高度 
初始 

含水率 

上部 

温度 

下部 

温度 
Tf 固液比 

融化 粉土 10 cm 32.2% 1.0℃ -1.0℃ -0.24 2.15T0.47-1 
表 3 非饱和土渗流模型参数 

Table 3 Parameters in seepage model for unsaturated soil 

参数 a0 m l r s ks/(m2·s-1) /(g·cm-3) 

粉土 2.65 0.26 0.5 0.42 0.05 10-7 2.06 

图 2 土柱试验示意图 

Fig. 2 Sketch map of soil column experiment 

图 3 所示的融化试验的数值模拟结果与试验实测

结果基本一致。土柱在融化过程中，土柱高度约 5 cm
处为冻融区界面，冻融界面温度模拟值约为-0.24℃；

上部融化区水分受重力和抽吸作用向下迁移到冻融界

面，部分冻结成冰，部分仍以液态形式存在但受到聚

冰层阻滞作用而难以继续入渗；来自融化区的水滞留

在冻融界面附近导致该位置形成含水率的峰值点，融

化区的含水率明显低于初始含水率；下部冻结区的含
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水率较初始值变化不大。 

图 3 融化试验中的含水率分布图（120 h） 
Fig. 3 Distribution of water content in thawing tests on frozen soil  

(120 h) 

3.2  冻结试验模拟及分析 

冻结试验采用文献[1]中图 4.8（a）中第二组试验

结果，试验结果见图 4。土柱冻结试验采用内蒙古黏

土，其材料属性和试验条件见表 4；数值模拟使用的

渗透模型参数见表 5。土柱初始状态为融化状态，温

度约为 1℃。采用 COMSOL 软件反演一维土柱试验，

得到 120 h 后的含水率的分布见图 4。 
表 4 冻结试验中的土性及边界条件参数 

Table 4 Soil properties and boundary conditions in freezing tests 

试验 土性 高度 
初始 

含水率 

上部 

温度 

下部 

温度 
Tf 固液比 

冻结 黏土 15 cm 18.6% 0.9℃ -2.1℃ -0.54 1.55T0.56-1 
表 5 非饱和土渗流模型参数 

Table 5 Parameters in seepage model of unsaturated soil 

参数 a0 m l r s ks/(m2·s-1) /(g·cm-3) 

数值 2.59 0.22 0.5 0.50 0.02 10-8 1.53 

图 4 冻结试验中的含水率分布图（120 h） 
Fig. 4 Distribution of water content in freezing tests on soil  

(120 h) 

图 4 所示的冻结试验的数值模拟结果与试验实测

结果基本一致。在冻结过程中，施加-2.1℃后土柱从

下向上开始发生冻结，冻结锋面不断上移；冻结区的

未冻水减少，吸力升高，在抽吸作用下，土柱上部融

化区的水分会向冻结锋面迁移，部分在冻融界面附近

冻结，部分受到冰的阻滞作用而滞留，两者共同作用

导致冻结区含水率增加并出现峰值点。最终的冻融界

面高度约为 7 cm，冻融界面温度模拟值约为-0.54℃；

土柱中融化状态区的含水率显著减少，冻结状态区的

含水率明显增加，冻融界面下部出现含水率的峰值点。 
3.3  小结 

综上所述，基于本文建立的水热耦合联合求解方

程组，采用 COMSOL 的 PDE 模块较准确地反演冻土

在冻结和融化过程中的水分场和温度场变化规律，模

拟冻土水分迁移和相变，实现冻土水热全耦合问题的

数值求解。 

4  多年冻土区路基水热耦合模拟 
4.1  几何模型及物理参数 

将以上水热耦合数值仿真方法应用于青海省玛多

县地区[13]多年冻土路基的温度场和水分场耦合分析。

计算中采用如图 5 所示的对称二维路基模型，土体深

度为 10 m；路基高 2 m，宽度为 10 m，坡角为 1∶1.5。
土层热参数和热边界条件参见文献[13]，部分数据整

理如下表 6。 
表 6 土层厚度及物理参数 

Table 6 Thicknesses and physical parameters of soil layers 

岩性 深度 厚度 质量含水率 d/(kg·m-3) 

粉质土 -10～0 m 10  12% 1600 

砂砾石土 0～2 m 2 m 6% 1700 

4.2  边界条件和模拟过程 

模型底部热边界条件取为温度梯度，0.03℃/m；

模型上部热边界条件取为附面层条件[13]，路基、边坡

和天然地表分别设为以年为周期的第一类热边界： 

0 7

2π( ) 10sin π / 2
3.1104 10

T t T t      
 。 (13) 

式中  T0为年平均温度；t 为时间（s）。对于路基边坡

和天然地表，T0取-2℃；对于路基表面，T0取 1℃。 
首先在没有路基的情况下，求解 100 a 后土体温

度场，其中上部热边界条件按照式（13）选取，以此

稳定后的温度场作为地基温度初始值。 
然后考虑路基修筑，初始路基土体温度为 100 a

后地基表面年平均温度，增加路基表面，路基边坡热

边界条件（式（13）），模拟路基修筑后 5 a 内的水分

场和温度场分布及变化特点。 
4.3  模拟结果及分析 

路基温度场初始条件为稳态，考虑经过 5 个周期

（5 a）后，路基温度场趋于稳定。图 5 为第 5 年 10
月份的温度场和水分场。图 5（a）给出了 10 月份路

基温度场分布云图。图中路面吸热效应明显，其温度
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高于两侧土体。而水分在路基下部和路基侧下方土体

中富集。 

 

图 5 10 月份路基温度场和水分场 

Fig. 5 Temperature and moistures fields in subgrade (October) 

图 6 为路基中心线以下土体沿垂直方向上的温度

变化的等值线图。由图 6 可知，路表温度最低值和最

高值分别出现在 1 月和 7 月；红色等值线表示冻融界

面，最大冻融深度为 2.3 m，与根据斯蒂芬方程[14]得

到的冻融深度解析值 2.1 m 吻合，说明温度场计算结

果较为准确，并且得到了冻土上限的深度和出现时间。 

图 6 路基中心线下温度场随时间变化图 

Fig. 6 Temperature fields over time of centerline in subgrade 

图 7 为路基中心线以下土体中固态水含水率、液

态水含水率和总含水率在一年内随时间变化的等值线

图。如图 7（a）所示，冻土分为上下两个区域：季节

冻土层和终年冻土层，以冻土上限为分界线；季节冻

土中，固态水在 10 月到第二年的 4 月存在，而在 4～
10 月内大部分固态水随着土体温度升高而融化消失；

下部分为终年冻土，固态水始终存在。在 3～6 月，路

基内会出现固态水聚集现象，符合冻土中的聚冰带形

成理论[15]；其中含水率超过 9%的聚冰层厚度约达到

0.8 m，成为路基冻胀和产生裂缝的最直接因素。根据

图 7（b）知，在终年冻土区液态水含水率低于 4%，

且在一年内的变化微小；在季节冻土区中液态水会随

时间发生显著变化，冻结时期液态水含水率低于 3%；

融化时期，液态水含水率出现聚集，最大值超过 10%
（参见图 5（b））。图 7（c）为土体中总含水率。从图

7 可知，冻土上限以下部分含水率随时间变化微小，

说明终年冻土区的水分场和温度场是比较稳定的；冻

土上限以上土体的含水率和温度随时间变化剧烈，路

基的水热稳定性较差。 

图 7 路基中心线下水分场随时间变化图 

Fig. 7 Moisture fields over time of centerline in subgrade 

固态冰的聚集形成和融化是导致路基的冻胀和融

沉变形的主要原因。通过以上耦合分析，能够模拟土

体聚冰的冻结和融化过程，为进一步的冻土路基冻胀

和融沉变形量估算提供依据。 

5  结    论 
冻土中的水分迁移和相变是一个复杂的水热耦合

问题。本文在现有冻土水热耦合模型基础上，引入孔

隙冰含量和土体负温、水分迁移之间的动态平衡关系，
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建立了更加合理的水热耦合联合求解方程组。进而通

过 COMSOL Multi-physics 软件二次开发功能，实现了

冻土温度场和水分场全耦合数值模拟。将水热耦合数

值模拟方法应用于土柱冻结和融化试验模拟以及玛多

县多年冻土路基水热耦合模拟，其结果说明：本文建

立的水热耦合模型能够较准确地预测冻土温度场变化

规律以及孔隙水迁移、相变、固态冰聚集规律。本文

模拟的聚冰层厚度和含水率可作为进一步的路基冻胀

和融沉变形量估算的基础。本文研究成果能够用于冻

土水热耦合问题的求解，服务于冻土工程设计和病害

防治工作。 
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