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基于分数阶微积分岩石的动态变形行为研究 
何明明，李  宁，陈蕴生，朱才辉 

(西安理工大学岩土工程研究所，陕西 西安  710048) 

摘  要：为了更合理地描述岩石环向与轴向动态变形之间的关系，从分数阶微积分出发，在黏弹性应力–应变组合模

型理论基础上，提出环向–轴向应变分数阶黏壶及环向–轴向应变关系的黏弹性组合模型，构建了基于分数阶微积分

的岩石在静动态压缩及循环荷载条件下环向–轴向应变关系模型，并给出了模型的解析解，从而得到的分数阶体积应

变公式可以作为体积应变求解的新方法。基于多种岩石、混凝土及石膏的实验数据，对分数阶微积分环向–轴向应变

关系模型的参数进行拟合分析，对模型参数进行了敏感性分析，揭示了围压、应变水平、分数阶导数阶数及模型参数

对环向应变的影响规律。结果表明环向–轴向应变关系模型不仅可以更好地反映岩石体积变形的减缩减胀特性，而且

能够描述岩石在循环荷载及动态压缩条件下变形规律。 
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Dynamic deformation behavior of rock based on fractional order calculus 

HE Ming-ming, LI Ning, CHEN Yun-sheng, ZHU Cai-hui 
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Abstract: In order to describe the dynamic strain of rock better, lateral-axial strain fractional dashpot and viscoelastic 

lateral-axial strain combined models are put forward on the basis of viscoelastic stress-strain combined model theory. The 

fractional lateral-axial strain relationship and the fractional volume strain model are proposed based on the fractional order 

calculus, and the corresponding equations under dynamic loading and cyclic loading are derived. The analytic solution for the 

model of lateral-axial strain relationship is given theoretically. Moreover, a multi-functional material testing set-up is employed 

to measure the lateral-axial strain of a variety of rock, concrete and gypsum samples under the dynamic loading and cyclic 

loading. The parameters of the lateral-axial strain model are determined by fitting to the experimental results of lateral-axial 

strain of rock. In addition, a sensitivity study for the analytic solution of the lateral-axial strain model is carried out, showing the 

effects of confining pressure, strain level, fractional derivative order and model coefficient on axial strain of rock samples. 

Furthermore, it’s found that the new model can describe the volume strain phenomenon of negative and positive dilatancy and 

the variation law of deformation under dynamic loading and cyclic loading in rock. 
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0  引    言 
1829 年，法国科学家泊松用分子间相互作用的理

论导出了弹性体的运动方程，从理论上推演出各向同

性弹性杆在受到纵向拉伸时，横向收缩应变与纵向伸

长应变之比是一常数—泊松比。此后，泊松比便成为

求取弹性材料横向应变最佳途径。 
岩石的应变是岩石力学的核心概念之一，其体现

了岩石承受荷载时的变形能力。然而岩石并不是理想

弹性材料，力学性质常常具有时间依赖性，其变形特

性对于地下核工程、储能工程、水利工程、硐室工程、

边坡处理和沉降等岩体工程问题至关重要。目前，关

于岩石变形的研究仍然是将岩石假设为理想弹性体，

通过泊松比来描述两个方向的变形[1-3]。岩石的体积变

形特性与理想弹性材料有很大区别，其最大的特点是

体积变形的剪缩剪胀特性，如果只通过泊松比来反映

这些复杂的现象就似乎不太合理。因此，本文利用分

数阶微积分构建岩石的分数阶环向–轴向应变关系，

从而得到岩石体积应变表达式。 
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分数阶微积分最早可追溯到法国数学家Hospital
和德国数学家Leibniz时代，但其研究多集中于纯数学

领域而应用研究较少。近年来，分数阶微积分在工程

领域得到广泛应用[4-6]。分数阶微积分的阶数是连续变

化的，能够很好地体现自然界的连续性。基于分数阶

微积分建立的物理模型，能够良好描述具有记忆及时

间依赖性的物理现象，且具有参数少、适用性广泛等

优点。分数阶微积分在力学中应用的较早成果始于黏

弹性材料的本构模型研究，也是目前最活跃的领域之

一，这其中包括黏弹性阻尼器研究[7–8]、黏弹性流体研

究[9–10]和岩土流变模型研究[11–15]等。 
本研究从分数阶微积分出发，在黏弹性应力–应

变组合模型理论基础上，提出环向–轴向应变分数阶

黏壶及环向–轴向应变关系的黏弹性组合模型，构建

基于分数阶导数的岩石在等应变率静动态压缩及循

环荷载条件下环向–轴向应变关系模型，并给出了模

型的解析解。在岩石、混凝土及石膏试验的基础上，

参考文献[11]的Levenberg-Marquardt算法对分数阶导

数环向–轴向应变关系模型的参数进行了拟合分析，

对模型参数进行了敏感性分析，揭示了围压、应变水

平、微分阶数及模型参数对环向应变的影响规律。研

究发现，提出的环向–轴向应变关系模型不仅可以更

好反映岩石体积变形的减缩减胀特性，而且能够描述

岩石在循环荷载及动态压缩条件下泊松比变化规律。 

1  分数阶黏弹性的变形模型 
1.1  分数阶微积分 

分数阶微积分的定义有很多方式[16]，其中最常用

的为Riemann-Liouville定义和Caputo定义，这里选用

Riemann-Liouville分数阶微积分。 
Riemann-Liouville 分数阶积分形式为 
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   为 Gamma 函数[16]。 

Riemann-Liouville 分数阶微分形式为 
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(2) 
为函数 f (t)的 r 阶 Riemann-Liouville 分数阶微分[16]。 

根据式（1）、（2）可得 
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 (3) 

1.2  分数阶黏弹性横向–纵向应变关系 

理想弹性材料的应力–应变关系遵循胡克定律，

即 = E 。而非理想弹性材料的应力–应变关系并不

完全遵循胡克定律。Smit等[17]提出了分数阶本构模

型： 
d ( )( )

d

r
r

r

tt E
t


    ，           (4) 

式中，E和 为材料常数，r为微分阶数。 
在弹性理论中，环向–轴向应变关系为   。

Wong等[18]的研究中可以发现软骨在应力松弛时体积

随时间的变化曲线与荷载随时间的变化曲线很相似。

因此，Duan等[19]在研究黏弹性材料的拉伸变形时，认

为存在一种与分数阶应力–应变关系相对应的横向–

纵向应变关系，提出 
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式中，是与材料性质有关的参数。并且推导出了等

应变率加载情况下分数阶横向–纵向应变关系[19] 
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式中， o 为等应变速率。 

2  环向–轴向应变组合模型假设 
2.1  黏弹性环向-轴向应变组合模型 

根据黏弹性组合模型理论提出一个假设：黏弹性

应力–应变关系与黏弹性环向应变–轴向应变关系具

有相对应的等价关系，称之为环向应变–轴向应变关

系组合模型，其对应关系如下： 
（1）胡克模型 
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2.2 环向–轴向应变分数阶黏壶 

为了研究岩石在静动态压缩条件下的环向–轴向

变形关系，参考文献[11，19]的思想，提出环向–轴

向应变分数阶黏壶： 
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如果岩石在等应变率静态压缩条件下，则 ve( )t = o t，

o 是等应变率，由式（7）写为 
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由于 o 是为常数，根据式（3），可得 
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将 o =1 mm/min，  =0.3，可得r为不同值时的一

组环向–轴向应变曲线（图1）。 

图 1 不同 r 值时环向应变与时间关系曲线 

Fig. 1 Sensitivity of    to t  

3  岩石环向应变–轴向应变关系 
设理想弹性体的轴向应变为 e ，黏弹性体的轴向

应变为 ve ，轴向总应变  可写为 
e ve+     。           (10) 

（1）理想弹性体的环向–轴向应变关系 
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式中， 为泊松比。 
（2）根据第 2 节中的黏弹性环向–轴向应变组合

模型的假设，黏弹性应力–应变关系与黏弹性环向应

变–轴向应变关系具有相对应的等价关系，将式（7）、
（11）代入式（10）可得 
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根据式（10）等应变率静态压缩条件下的总应变可写

为 
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结合初始条件t=0时   =0，对式（13）进行Laplace变

换 
o
2

1 ( ) ( )rE s s E s
s





     ，     (14) 

解得            
-2

o( )
1 r

sE s
s





 


  。      (15) 

对式（15）进行Laplace逆变换得 
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体积应变 v 则为 
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这里需要说明，由于式（7）中对时间求导，使得

的量纲与泊松比 并不相同，  是与岩石性质有关

的常数，虽然其物理意义尚不明确，但分数阶微积分

的建模优势不受其影响。将 o =2 mm/min， =0.25，
 代入式（16）可得r为不同时的一组环向–轴

向应变曲线，如图（2）所示。 

 

图 2 不同 r 时环向应变与时间关系曲线 

Fig. 2 Sensitivity of    to t  

如果岩石在等应变速率( ( )t = o t)动态压缩时，

则环向应变幅值 ( )t  与轴向应变幅值 ve( )t 的关系

可假设为 
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同理静态压缩时的推导过程，只需将式（16）中 ( )t 
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4  循环加载下岩石应力–应变关系 
4.1  应变控制下循环加载环向–轴向应变关系 

胡克体的环向应变幅值–轴向应变幅值关系 
e
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式中， 为胡克体的泊松比。 
根据黏弹性组合模型理论，有 
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由于循环加载在应变控制下，式（22）中  为常数，

n=N/Ne为循环比（假设是连续的），N 为循环次数，

Ne 为循环结束时的循环次数。结合初始条件 t=0 时

  =0，对式（22）进行 Laplace 变换得 
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对式（24）进行 Laplace 逆变换得 
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4.2  应力控制下循环加载应力–轴向应变关系 

胡克体的轴向应力幅值–轴向应变幅值关系为 
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分数阶黏弹性应力–应变关系为 
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式中， 为分数阶粘性系数。根据黏弹性组合模型理

论可得 
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以式（29）进行 Laplace 变换及逆变换解得 
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5  模型验证 
利用绿砂岩，砂岩及砾岩等岩石，来验证等分数

阶环向–轴向应变关系的正确性。本次试验采用西安

理工大学的WDT–1500多功能材料试验机，试验机采

用德国DOLI公司EDC全数字伺服测控器，自平衡压力

室，轴向和径向变形引伸计等先进技术。配备声波检

测系统，可进行复杂应力条件下的单轴、三轴压缩试

验，剪切试验和疲劳试验，并可进行试验过程中的实

时声波检测。试验机的主要技术指标最大轴向试验力

为1500 kN；位移测量范围为0～100 mm；轴向变形测

量范围为0～10 mm；径向变形测量范围为0～5 mm；

三轴室最大围压为80 MPa；变形为0～0.5 mm；频率

为0～10 Hz。 
引入Mittag-Leffer函数： 
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利用非线性最小二乘法对其参数的进行拟合。引入

Mittag-Leffler 函 数 渐 进 逼 近 [11] ， 用 Levenberg- 
Marquardt 方法对式（16）、（19）、（25），（30）
进行拟合，参考文献[11]给出的详细拟合过程，可得

到本文模型的参数。拟合结果如图3～7所示，图3为砂

岩、混凝土及石膏等应变速率单轴压缩下环向应变、

体积应变与轴向应变关系曲线。图4为绿砂岩等应变速

率三轴压缩下环向应变、体积应变与轴向应变关系曲

线。由图3可知，提出的分数阶环向–轴向应变关系不

仅能够拟合类岩石材料在等应变率压缩条件下的实验

数据，构建的体积应变–轴向应变模型还能够反应试

件在峰后加载的体积发生膨胀现象，同时还能描述岩

石在加载初期、弹性阶段、塑性变形阶段及峰后变形

阶段的变形规律。 

图 3 类岩石材料等应变速率单轴压缩试验应变曲线 

Fig. 3 Test curves for rock materials under uniaxial compression 
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图 4 绿砂岩等应变速率三轴压缩应变曲线 

Fig. 4 Test curves for green sandstone under triaxial compression 

 

图 5 不同含水率砾岩等应变速率动态压缩应变曲线 

Fig. 5 Test curves for conglomerate under dynamic compression 

从图4可以发现，随着围压 3 的增加，r值不断增

大和值不断减小，这反映了常规三轴压缩试验围压

对于岩石剪缩剪胀性的影响。而岩石在动态压缩和循

环加载条件下随着含水率的增大和应变水平的增大，

值不断增大，r值几乎不变，如图5，6所示。说明
和r还能反映含水率、围压及应变水平等试验条件的变

化情况。由此可以得出，参数r和可以作为岩石在不

同围压，应变水平及含水率等条件下，其内部变形机

理的宏观度量。 

 

 

图 6 应变控制下砂岩循环荷载试验应变曲线 

Fig. 6 Test curves for sandstone subject to cyclic loading 

图 7 为砂岩在循环荷载条件下轴向应变幅值的试

验曲线，拟合曲线是由分数阶麦克斯韦模型拟合得到。

该模型大多用于描述黏弹性材料、高分子材料及岩土

材料的流变特性。通过拟合结果发现，分数阶麦克斯

韦模型也能够描述岩石在循环荷载条件下应变幅值的

演化规律及岩石的循环软化与循环硬化特性。 
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图 7 应力控制下砂岩循环荷载试验应变曲线 

Fig. 7 Test curves for sandstone subjected to cyclic loading 

6  结    论 
本文在黏弹性应力–应变组合模型理论基础上，

提出环向–轴向应变分数阶黏壶及环向–轴向应变关

系的黏弹性组合模型，构建了基于分数阶导数岩石在

静动态压缩及循环荷载条件下环向–轴向应变关系模

型，并给出了模型的解析解。在岩石、混凝土及石膏

试验的基础上，讨论了该模型描述岩石体积–轴向应

变关系的正确性，得到以下 3 点结论。 

（1）构建的分数阶岩石环向–轴向应变关系模

型，能够合理地描述岩石变形的时间依赖性，其不仅

符合岩石常规单轴及三轴压缩条件下的实际环向–轴

向应变关系，还可以正确描述岩石体积变形的减缩减

胀特性。 
（2）基于本文提出的环向–轴向应变分数阶黏

壶，构建的循环加载下环向–轴向应变关系模型，能

够较好地描述岩石在循环加载下循环软化与循环硬化

特性。 
（3）分数阶环向–轴向应变黏壶参数r和 ，可

以作为不同围压，应变水平及含水率等环境下，岩石

内部变形机理的宏观度量，可以反映不同加载环境下

岩石的环向和体积变形特性。 
在后续研究中，分数阶环向–轴向应变关系模型

参数和微分阶数 r 的物理意义和量刚进一步探究。 
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