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摘  要：采用非平衡态热力学方法，通过引入颗粒熵 sg和颗粒温度 Tg描述砂土颗粒间碰撞、滑动、滚动等相互作用，

用颗粒温度引起的弹性弛豫反映砂土内部的不可逆变形，构建了描述砂土宏观力学行为的热力学方程组。通过合理简

化该热力学方程组分析了侧限压缩试验和各向同性压缩试验的流变规律，分析表明：简化的热力学模型能够较好地反

映和预测砂土蠕变和松弛行为；砂土在外力加载过程中，颗粒熵（颗粒温度）被激发不断增大直至稳定值，在停止加

载后的流变过程中，颗粒熵（颗粒温度）逐渐衰减，理论上最终衰减为零（排除外界扰动）；颗粒熵衰减过程中，颗

粒温度引发的弹性弛豫宏观表现为流变行为，随着颗粒熵衰减为零，理论上流变最终停止在一个稳定值。 
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Thermodynamic constitutive model for rheological behavior of sand 
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Abstract: Based on the non-equilibrium thermodynamics, a granular entropy sg and a granular temperature Tg are introduced to 

describe the collisions, sliding, rolling of sand particles. The elastic relaxation caused by granular temperature variation is used 

to reflect the irreversible deformation of sand. The thermodynamic governing equations are derived to predict the macroscopic 

mechanical behavior of sand. Confined compression and isotropic compression tests are investigated using the proposed method. 

The results indicate that the proposed model can well describe sand relaxation and creep behavior. The granular entropy is 

excited and increases until a steady value in loading process, and the granular entropy gradually decays until to zero in the 

rheological process after loading. The elastic relaxation caused by granular temperature leads to the rheological behavior, and 

the rheology eventually stops at a steady value when the granular entropy decays to zero.  
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0  引    言 
砂土的流变行为包括蠕变行为和松弛行为：蠕变

是指材料在恒定载荷作用下，变形随时间的变化而增

大的过程；应力松弛是指材料在恒定应变下，应力随

着时间的变化而减小的过程。砂土流变行为的研究在

工程建设中占有重要地位，诸如地基沉降、边坡隧道

变形、土石坝开裂等都与土体的蠕变行为息息相关。 
目前砂土流变行为研究主要以蠕变的室内试验研

究为主。近年来，国内外学者开展了大量的室内试验

研究。Lade 等[1-2]采用三轴排水试验方法观测了饱和

Antelope Valley 砂的蠕变和松弛特性，Murayama 等[3]

也采用三轴排水试验研究了丰浦砂不同偏应力下的蠕

变行为。张云等[4]采用单向压缩试验研究了常州不同

含水层饱和砂性土的蠕变特性，杨奇等[5]通过室内侧

限高压压缩试验研究了京沪高速铁路试验工点桩底土

样在多级荷载作用下的蠕变形为。王者超等[6]对土的

蠕变性质和模型进行了总结。 
建立砂土的流变本构模型是流变研究的核心内

容。目前，宏观模型大致分为 3 类：经验–半经验模型、

基于一般流变理论的模型和黏弹塑性模型。经验–半经

验模型一般只适用于特殊的边界条件，如侧限压缩等；

采用模拟材料弹性、黏性、塑性的元件组合而成的一

般流变理论模型存在着参数多、难辨识的缺点；黏弹

塑性模型可以描述土的三维蠕变过程，主要用于描述

黏土的蠕变行为。 
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采用非平衡态热力学方法，建立描述砂土宏观力

学行为的热力学框架[7-11]，是研究砂土蠕变力学行为

的新思路。本文介绍了砂土非平衡态热力学框架，并

用其开展砂土流变行为的分析。 

1  砂土热力学理论模型 
基于线性非平衡态热力学的理论，一些专家最早

引入颗粒温度和颗粒熵的概念，将其用于密集颗粒体

系宏观力学行为的研究[12-14]。其理论框架为：①普适

方程：不包含材料参数，描述基本物理原理的严格方

程，包括3大守恒方程和熵增加方程；②热力学关系，

包括独立状态变量集合、平衡条件、线性非平衡Onsager
关系、热力稳定条件等；③材料模型，热力学势函数

和迁移系数随状态变量变化的函数模型，它们的具体

形式和参数随不同材料而异。下面主要针对颗粒熵及

其演化和颗粒体系的弹性及其弛豫做简单阐述。 
1.1  颗粒温度和颗粒熵 

从物质结构角度看，颗粒材料与常见的水、空气

等普通流体，或晶体、金属等普通固体有显著区别。

普通流体和固体只有宏观运动和微观分子电子运动两

个空间层次，但颗粒物质除此之外，还有一个以颗粒

平均粒径 d为特征长度的颗粒层次，称为细观层次。

固体颗粒材料内细观层次上的摩擦、碰撞等相互作用

会导致颗粒出现相对于宏观运动的无规则波动，即颗

粒的涨落运动，这种涨落运动是颗粒体系能量耗散和

不可逆变形出现的内在因素，它的强弱决定了颗粒体

系能量耗散和不可逆变形的强弱。土力学、弹塑性力

学等连续介质力学方法中都缺乏一个能够直观描述这

种涨落现象的独立状态变量。人们早已熟知，微观分

子的无规运动部分在宏观层次上的表现形式就是热力

学熵或温度，颗粒细观层次的结构和运动的无规则涨

落也可以通过与热运动的简单类比，引入颗粒熵 gs 和

颗粒温度 gT 作为状态变量来表征。 
细观层次的无规运动与微观分子的热运动有一个

重要的不同：普通气体的分子运动只要达到 Maxwell
速度分布，气体就处于热力学平衡态下，即使分子仍

在不停碰撞作用，也没有熵制造；但运动颗粒之间的

相互作用一般是非弹性的，动态颗粒物质不在局域平

衡态下，有熵制造，即使被激发达到 Maxwell 速度分

布状态，所携带的动能在相互作用时也会向微观原子

运动衰减或驰豫，总是伴随着熵制造或发热，直到颗

粒涨落为零。这些特征是颗粒物质与普通弹性物体的

主要区别。所以引入的颗粒熵 gs 必需同时反映颗粒细

观层次的无规则运动和弛豫性，属于非平衡态热力学

中描写偏离局域平衡的弛豫型变量。颗粒温度和颗粒

熵的概念最早在 Haff 研究低密度的颗粒气体流体动

力学中提出，蒋亦民等[12-14]将其引入研究密集颗粒体

系，类比热力学熵建立了描述颗粒熵的演化方程 
 t g g g/R Is T     ，         (1) 

式中， gs 为颗粒熵密度，即单位体积土体颗粒中的颗

粒熵，它是密度和颗粒温度的函数，为了简化模型，

这里取线性模型 
 g gs bT   。               (2) 

gR 表示颗粒熵产生率，忽略空间不均匀性时，颗

粒熵只能通过如振动、对流等机械方式激发。颗粒体

系的受外力变形（可用土体骨架应变率 ijv 表征）作为

激发颗粒熵产生的作用力，在线性非平衡态热力学中

称之为耗散力，与之相对应的热力学共轭量称为耗散

流。颗粒熵产生率 gR 即为耗散流和耗散力的乘积，因

此有 
 g

g ij ijR v   ，              (3) 

 g g
ij ijkl klv    。             (4) 

实际颗粒之间相互作用是非弹性的，有热产生，

颗粒熵 gs 会向热力学熵 s转移，引入颗粒熵转移率 I
表示单位体积、单位时间颗粒熵 gs 向热熵 s的转移值。

这种转移是单向的，热熵 s不能向 gs 转移。也就是说，

描述颗粒无规则运动的颗粒熵 gs 不能通过加热的方

式来得到。 
颗粒体系具有双熵行为，其能量的耗散相应有两

种途径：一是外界输入能量和体系弹性能等直接耗散

为热，即转化为熵 s；另一种是外界输入能量和体系

弹性能的释放激发颗粒产生颗粒熵 gs ，但由于颗粒熵

的弛豫性，它最终转化为热力学熵 s，如图 1 所示。 

图 1 颗粒体系能量的两种不可逆耗散 

Fig. 1 Two-stage irreversibility of granular system 

1.2  弹性模型 

土体在受力变形过程中，外力对土体做功，其中

弹性应力 ij 在弹性应变 iju 上做功转变为土体的弹性

势能 ew 。在无水或排水三轴试验条件下，土体的粘滞

应力往往可以忽略不计，可以近似认为弹性应力 ij 即

为土体的有效应力 ij 。Houlsby[15]证明了外力对土体

骨架做功d dij ijw   。对于给定的弹性势能模型 ew ，
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则土体的有效应力和弹性应变 iju 满足关系 
 ed dij ijuw     。              (5) 

对于无黏性的砂土颗粒，本文弹性势能函数为 

 
2 3

2.5
e 2 31 s tu uw B  

 
      

  ，    (6) 

式中，B反映砂土骨架的刚度，为体积分数的函数，

kku  为弹性体应变， s tu u， 分别为偏应变张量
0 / 3ij ij iju u    的第二、第三应变不变量， 2 0 0

s ij iju u u ，
3 0 0 0
t ij jk kiu u u u 。则可以得到弹性应力应变关系 

2 3
1.5

2 3

5 2
2 2 2

s t
ij ij

u uB   
 

 
       

 

0 0 0
1.5

22 3ij ik kju u u
B  

 
     

  。         (7) 

砂土材料在静止的条件下能够保持固有的形状，

这时其变形均为弹性变形。但是一旦受力加载，颗粒

之间的碰撞、滑动、滚动等相互作用会导致力链结构

的断裂和重组，宏观上表现为弹性的弛豫，导致不可

逆变形，故而弹性应变的演化方程为（详见文献[7，
11]）。 

 t ij ij ijd u v Y   ，            (8) 
式中， iju 为弹性应变张量， ijv 为土体骨架总应变率，

ijY 为弛豫引发的不可逆变形率。 
弹性松弛与橡胶等高分子材料的暂弹性不同，弹

性弛豫是由于颗粒细观层面的动力学过程引起的，而

高分子暂弹性是由于分子间距的改变而引起的。并且，

即使没有持续的外界激发，高分子材料的弹性经过足

够的时间后，由于内部热运动涨落，进而将最终弛豫

消失掉；而颗粒材料的暂弹性是与颗粒动力学的涨落

运动息息相关的，热力学的涨落不足以改变动力学的

弹性等，因此如果没有细观层次的涨落，即 g 0T  ，

则颗粒就不能表现出弹性的弛豫，而能够长久保持有

限的剪应力并保持形状不变。可以说，颗粒材料的暂

弹性是由 gT 激发的，而不能通过热运动T激发。所以

演化方程可以写为 
 0

t g 0 g / 3ij ij ij iju v T u T         。   (9) 
1.3  本构方程组 

对于三轴条件，其弹性应变 zz xx yyu u u  ，定义

弹性剪应变 q zz xxu u u  ，应变比 qˆ /u u ，由式（7）
得平均应力和剪应力分别为 

 1.5 2 3ˆ ˆ(2.5 / 3 / 9)p B u u      ， (10) 
 1.5 2ˆ ˆ(2 )q B u u      。         (11) 

式（9）可以写为 
 t 0 gv T       ，           (12) 

 t q q g qu v T u     ，          (13) 

简单取 gijkl ik jlT   ， 2
gI T ，则式（1）可以写为 

 2 2 2
t g q g2 / 3 / 3b T v v T      ，   (14) 

质量守恒方程可以写为 
 t 0v      ，           (15) 

式（10）～（15）即为三轴加载条件下的热力学方程组。 

2  砂土的流变本构模型 
2.1  侧限压缩模型 

Miksic 等[16]开展了玻璃珠的侧限压缩流变试验，

他们采用粒径在 300～400 μm 之间的玻璃珠，将其填

充在侧向刚性的容器内，为使试样有较好重复性并充

分密实，先加载轴向应力到 zz =650 kPa，再卸载到

10 kPa，此时试验体积分数 0.655  。然后轴向应力

从 10 kPa 加载到 627 kPa，此时保持轴向应变不变以

观测应力松弛或保持轴向应力不变来观测蠕变。 
对于试验中的侧限压缩条件，由式（7）得轴向应

力和水平应力分别为 
1.5 2 32 1 1ˆ ˆ ˆ2.5 ( )

3 3 9xx B u u u           
 

，(16) 

1.5 2 34 1 1ˆ ˆ ˆ2.5 ( 2 )
3 3 9zz B u u u           

 
，(17) 

其应力比为 

 
2 3

2 3

ˆ ˆ ˆ45 12 6( ) 2
ˆ ˆ ˆ45 24 6( 2 ) 2

xx

zz

u u uK
u u u

    
    

   
 

   
 ， (18) 

对于蠕变和松弛试验，在有限的时间内其应力和应变

的改变量不大，故可假定K为常数，即 û为常数，则

定义常数 

 2 34 1 1ˆ ˆ ˆ2.5 ( 2 )
3 3 9

a u u u         。 (19) 

定义模型参数 0 c( )nB B    ， 0B 为常数，为体

积分数， c 0.655  为模型初始体积分数。 有
1.5

0 c( )nzz aB     ， 1.5
0 c( )nxx aB K     。 

对于蠕变和松弛情况，由于没有外界机械加载激

发，颗粒温度表达式（14）可简化为 
 2

t g gb T T      ，          (20) 

故而颗粒温度随时间变化 

 g
1T
bt c




  ，           (21) 

式中， 0
g1/c T ， 0

gT 为流变开始时的颗粒温度值。对

于松弛和蠕变，均没有外界机械加载，弹性应变演化

方程（12）简化为 

 0
t 0 gT bt c







      


  ，    (22) 

积分得弹性体应变的演化方程为 

 
0

0/
bc

bt c





 
 
 

 


   。       (23) 

对于松弛试验，体应变率 0v  ，体积分数为常
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数，松弛时应力变化 

 
0

0

3
2

zz

b
zz c

bt c




 
  

 

 

  ，      (24) 

利用试验给出的松弛应力拟合曲线 
 3

0/ 1 9.71 10 ln(1 /10.01)zz zz t       ， (25) 
拟合可以得到参数 

 0 /10 50, 1c b b     ，        (26) 

即理论给出的松弛曲线为 

0
0.01(0.1 1)/zz zz t      。        (27) 

图 2 松弛和蠕变相对该变量随时间变化曲线 

Fig. 2 Relative change in stress for relaxation tests and  

    compressive strain during creep vs. waiting time 

对于蠕变试验，B随体积分数变化，取 c 为试

验初始是体积分数， 0 为蠕变开始时的体积分数（对

应的体应变为 v0 0.01  ），体应变 v c1 /    。蠕变

时保持 zz 为常数，其体积分数变化为 
 3/ 2

c 0 c 0( )( / ) n           ，    (28) 

故而模型中蠕变体变 v 是模型参数 n 的函数，取

2n  ，理论与实验结果对比见图 2。图中，圆点根据

试验给出的拟合曲线计算所得，实线是模型计算结果，

两种吻合良好。 
2.2  各向同性压缩模型 

Lade 等[1-2]对 Antelope Valley 砂进行了一系列排

水试验。该砂颗粒比重为 2.81，最大孔隙比 max 1.24e  ，

最小孔隙比为 min 0.98e  。制备试样的初始孔隙比

0 0.96e  ，试验分五次施加各向同性加载–等压蠕变过

程，应力–应变曲线见图 3 黑色圆点。对于各向同性

压缩—蠕变过程，热力学控制方程组可以简化为 
 1.5

0 c2.5 ( )np B       ，       (29) 
 t 0 gv T       ，            (30) 

 2 2
t g g/ 3b T v T      ，          (31) 

 t 0v      。               (32) 
试验中采用的热力学参数为：B0=5 GPa， c   

max1/(1 ) 0.446e  ，b=0.001， 2
0 c( )     ， 0 = 

3040，得到的应力应变曲线如图 3 实线所示。 
本文热力学模型预测的体应变蠕变量与实验结果

对比如图 4 所示，可以看出，5 种不同初始应力条件

下蠕变的预测值与试验结果吻合良好。 

图 3 加载和蠕变时应力–体应变关系 

Fig. 3 Isotropic stress vs. volumetric strain for Antelope Valley  

..sand 

图 4 不同初始应力时体积蠕变–时间关系 

Fig. 4 Volumetric strain vs. waiting time for various isotropic  

.stresses 

图 5 压缩—蠕变过程中颗粒温度–时间关系 

Fig. 5 Granular temperature vs. waiting time for isotropic  

compression-creep 

5 次压缩—蠕变过程中的颗粒温度变化如图 5 所

示，可以看出，砂土在外力加载过程中，颗粒熵（颗

粒温度）被激发不断增大直至稳定值， g / 3T v ，在

停止加载后的流变过程中，颗粒熵（颗粒温度）迅速

衰减，排除外界扰动引发的颗粒熵波动，理论上最终

衰减为零。 
颗粒温度是颗粒体系内部出现不可逆变形和能量

耗散的本质原因。而在蠕变和松弛过程中，尽管外力

加载停止，颗粒熵衰减过程中，颗粒温度引起的弹性

弛豫仍然进行，颗粒碰撞、滑动、滚动等排列重组引发



增刊 1                     宋世雄，等. 砂土流变行为的热力学本构模型研究 

 

133

的不可逆变形，宏观上表现为砂土的流变行为，随着颗

粒熵衰减到零，理论上流变最终停止在一个稳定值。 

3  结    论 
本文通过非平衡态热力学基本理论，构建了描述

颗粒体系宏观力学行为的热力学方程组，用于分析砂

土材料的流变行为，通过模型简化，得到如下结论： 
（1）简化的热力学模型能够较好地反映和预测

砂土侧限压缩和各向同性压缩条件下的蠕变和松弛

行为。 
（2）砂土在外力加载过程中，颗粒熵（颗粒温

度）被激发不断增大直至稳定值，在停止加载后的流

变过程中，颗粒熵（颗粒温度）逐渐衰减，排除外界

扰动引发的颗粒熵波动，理论上最终衰减为零。 
（3）颗粒熵衰减过程，伴随着颗粒温度引起的

弹性弛豫，引发的不可逆变形宏观上表现为砂土的流

变行为，随着颗粒熵衰减到零，理论上流变最终停止

在一个稳定值。 
本研究给出了砂土流变行为的热力学机理，可以

进一步开展砂土不同三轴应力路径的理论研究工作，

加深对砂土流变行为的理论认识，最终可以为砂土流

变行为的研究和工程实践提供理论依据。 
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