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SMP 面应力状态图解法 
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摘  要：空间滑动面强度准则(SMP 准则)根据实体空间的 SMP 平面上应力状态判断确定试样是否破坏。该准则在三轴

压缩和三轴拉伸情况下退化为 Mohr–Coulomb 强度准则。通过对实体单元的应力状态分析，讨论了 SMP 平面的空间位

置以及 SMP 平面上应力状态，详细分析了 SMP 平面上应力状态点在三向应力莫尔圆中的图解方法。 
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Abstract: According to the SMP criterion, the ratio of shear stress to normal stress on SMP plane in entity space is employed to 

determine whether or not the soil sample is damaged. Under triaxial compression and triaxial extension conditions, the SMP 

criterion degrades to the Mohr-Coulomb one. By analyzing the stress state of a general plane in a cubic soil element under three 

principle stresses, the location of SMP plane is discussed, and the stress state of the SMP plane is also deduced. After these, the 

determination procedure of SMP state point in Mohr’s stress circle is introduced. 
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0  引    言 
Mohr–Coulomb 准则是描述摩擦材料的经典强度

准则。它认为：土单元内任意平面上的剪应力 与正

应力 比值 ( / )  的最大值达到内摩擦角 的正切

时，土单元则沿该面发生剪切破坏[1]： 

max( / ) tan     。            (1) 
式（1）所描述的最大应力比平面在 – 坐标中对应

图 1（a）中的点 1K 。若将式（1）写成主应力 1 ， 2 ，

3 表达的形式，并默认 1 2 3  ≥ ≥ ，则可表示为 
1 3

1 3

tan
2
 


 


   。            (2) 

Mohr–Coulomb 准则源于摩擦的基本原理，认为某平

面的剪切强度与该平面上的正应力成正比例。

Mohr–Coulomb 准则在一定程度上，特别是在正应力

相对较小且变化不大的情况下能较好地反映摩擦材料

的强度特性。而式（2）表明，Mohr–Coulomb 准则没

有考虑中主应力 2 的影响。 
针对此，Matsuoka 等[2-3]中主应力 2 引入强度准

则，提出了适用于摩擦材料的空间滑动面强度准则，

即 SMP 准则（spatially mobilized plane）。相比于

Mohr-Coulomb 准则仅依最大主应力 1 与最小主应力

3 的差异来判断材料是否破坏并建立强度准则，SMP
准则将其扩展为考虑 1 ， 2 ， 3 三个主应力间两两

的差异建立强度准则： 
2 22

1 3 2 31 2

1 2 1 3 2 3

1 tan
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     
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(3) 
值的关注的是：式（3）表述的 SMP 准则在 2 3 

或 2 1  时退化为式（2）表述的 Mohr–Coulomb 准

则。或者说 Mohr–Coulomb 准则是 SMP 准则在三轴压

缩( 1 2 3    )或三轴拉伸( 1 2 3    )时的特例。

围绕 SMP 准则，许多学者进行了相关的研究[4-11]。 
与 Mohr–Coulomb 准则表述式（1）类似，SMP

准则式（3）也描述了当空间某一平面上的剪应力与正

应力的比值达到某一材料常数时试样发生剪切破坏，

这个空间的平面就是 SMP 平面。SMP 面上的剪应力

SMP 与正应力 SMP 之比 SMP SMP( / )  达到 SMP 摩擦角

SMP 的正切时，土单元破坏，表示为 
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SMP SMP SMP( / ) tan     。         (4) 

式（4）所描述 SMP 平面上的应力状态在 – 坐标

中对应图 1（b）中的点 2K 。 
SMP 平面在实体空间是怎样一个平面？图 1（b）

中的点 2K 又是如何确定出来的，本文将对此进行详细

讨论。 

图 1 Mohr–Coulomb 准则与 SMP 准则的应力圆表示 

Fig. 1 Indication of Mohr–Coulomb criterion and SMP criterion in  

stress circle 

1  SMP 平面及 SMP 应力 
取实体空间 x– y– z直角坐标系中的立方单元

体进行分析。如图 2 所示，令 x， y， z方向分别作

用有主应力 1 ， 2 ， 3 且该立方单元体此时因达到

SMP 破坏准则而发生剪切破坏。 

图 2 受三向主应力的立方体单元 

Fig. 2 A cubic element under three principal stresses  

当仅考虑应力 2 与 3 的作用，应力比最大值

max 23( / ) tan   所在的平面垂直于 1 作用面并与 2
作用面成 23 23(45 / 2)   的夹角。该平面上应力状

态如图 3 中的点 1P。根据几何关系亦可知该平面在 2

作用面与 3 作用面上的投影比例为 3 2/  ，即图 3
中 1 1 3 2/OA OB  ： 。 

 

图 3 应力 2 与 3 作用下的最大应力比面 

Fig. 3 Maximum stress ratio plane under stresses 2  and 3  

 

图 4 应力 1 与 3 以及应力 1 与 2 作用下的最大应力比面 

Fig. 4 Maximum stress ratio planes under stresses 1  and 3  

and maximum stress ratio plane under stresses 1  and 2  
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相仿，当仅考虑应力 1 与 3 的作用，应力比最大

值 max 13( / ) tan   所在的平面垂直于 2 作用面并与

1 作用面成 13 13(45 / 2)   的夹角。该平面上应力

状态如图 4 中的点 2P 。根据几何关系亦可知该平面在

1 作用面与 3 作用面上的投影比例为 3 1/  ，即图

4 中 2OA ∶ 2 3 1/OC   。同样，当仅考虑应力 1
与 2 的作用，应力比最大值 max 12( / ) tan   所在的

平 面 垂 直 于 3 作 用 面 并 与 1 作 用 面 成

12 12(45 / 2)   的夹角。该平面上应力状态如图 4
中的点 3P 。根据几何关系亦可知该平面在 1 作用面与

2 作用面上的投影比例为 2 1/  ，即图 4 中 3OB ∶

3 2 1OC   。 
至此，在仅考虑 3 个主应力中任意两个作用的情

况下，可以得到 2 与 3 作用下 yoz平面上的最大应力

比方位线 1 1A B ； 1 与 3 作用下 xoz平面上的最大应力

比方位线 2 2A C ； 1 与 2 作用下 xoy平面上的最大应

力比方位线 3 3B C 。如果在 yoz平面取 1 1A B 的某条恰当

平行线 AB ，在 xoz 平面取 2 2A C 的某条恰当平行线

AC ，在 xoy平面取 3 3B C 的某条恰当平行线 BC，则

一定能形成一个如图 5 中所示的 ABC平面。显而易

见，平面 ABC在坐标轴 x，y，z上的截距 OC 、OB 、

OA 比例为 
OC ∶ OB ∶ 1OA  ∶ 2 ∶ 3 ，  (5) 

称平面 ABC为 SMP 平面。很显然，SMP 平面的空间

位置与剪切破坏时的应力状态相关。  

 

图 5 SMP 平面 

Fig. 5 SMP plane 

令 ( )l m n， ， 表示 SMP 平面的单位法向向量，则

跟据式（5）可计算得 
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             (6) 

式中， 1 1 2 3I      ， 2 1 2 1 3 2 3I         ， 3I   

1 2 3   。根据式（6），可计算得到 SMP 平面上的正

应力 SMP 和剪应力 SMP ： 

SMP 3 2

2
SMP 1 2 3 3 2

3  

9 /  

I I

I I I I I








 

，

。
        (7) 

将式（7）代入式（4）并考虑式（3）得到 

  SMP
2 2 tan tan

3
    ，         (8) 

可见 SMPtan tan  。 

2  SMP 应力状态的图解法 
前一节已明确了 SMP 平面的空间位置以及 SMP

平面上的正应力 SMP 和剪应力 SMP 。那么，如何在三

向应力圆中通过作图得到 SMP 应力状态 SMP( ， 

SMP ) ，教科书中较少给出，本节将对此进行详细介绍。 
在图 5 的单元体中切出 abcd a b c d    立方单元 

（图 6），使平面 abb a 平行于线 AB并垂直于 yoz平
面。故平面 abb a 上的应力状态不受沿 x轴方向作用

的应力 1 影响，在图 3 中表示为点 1P所对应的应力状

态。该面上的正应力 01 ，剪应力 01 分别表示为：  

  
   

 

01 2 3 2 3 23

01 2 3 23

1 1 sin  
2 2
1 cos  
2

     

   

     

   


，

。

   (9) 

根据图 5 可知，SMP 平面是过直线 AB的所有平面中

的某一个平面，也就是过直线 ab的某一平面。将过直

线 ab的任一平面以平面 abfe表示，该平面与平面

abcd夹角为 。显然平面 abfe上的应力状态与 大小

相关。在图 6 中取楔形单元 ade bcf 为对象列平衡方

程，可得到受 影响的平面 abfe上的正应力 和剪应

力 （图 7 所示）：   

   1 01 1 01

2
2 2 21 01

01

1 1 cos2  
2 2

sin 2 sin  
2

     

 
   

     



       

，

。

   (10) 

对式（10）运算，以消去参量 ，可得平面 abfe上的

应力状态  ,  满足方程 

  2 2 1
1 01 01

1 01

 
     

 


   


 。  (11) 

对方程（11）再整理，可得到圆的标准方程： 
     2 2 2a R                  (12) 

其中，  
2
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   (13) 
根据式（12）可知：平面 abfe上的应力状态 ( ) ， 所
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在的轨迹是一圆心位于  轴并过点 1(  0)， 和点

1 01 01( )P  ， 的圆。也就是说 SMP 平面上的应力状态

SMP SMP( ) ， 就在式（12）所描绘的圆形轨迹上（图

8 中过点 1P的虚线圆弧）。按照完全相同的思路可知：

SMP 平面上的应力状态 SMP SMP( ) ， 也在圆心位于

 轴并过 3(  0) ， 和  3 03 03,P   的圆形轨迹上(图 8 中

过点 3P 的虚线圆弧 )；SMP 平面上的应力状态

SMP SMP( ) ， 同时还在圆心位于 轴并过 2(  0) ， 和

2 02 02( )P  ， 的圆形轨迹上（图 8 中未标出）。 

图 6 单元 abcd a b c d    及其应力状态 

Fig. 6 Element abcd a b c d     and its stress state  

图 7 单元 ade bcf 应力状态 

Fig. 7 Stress state of element ade bcf   

图 8 SMP 应力状态点的确定 

Fig. 8 Determination of SMP stress state on stress circle  

基于以上讨论，在三向应力圆中图解确定 SMP
平面上的应力状态 SMP SMP( ) ， ，只需如图 8 所示，

绘制过点 1P的虚线圆弧、过点 2P 的虚线圆弧和过点 3P
的虚线圆弧中的任意两个圆弧，两圆弧的交点坐标即

为应力状态 SMP SMP( ) ， ，如图 8 所示。 
前文述及，在三轴压缩和三轴拉伸时，SMP 准则

退化为 Mohr–Coulomb 准则。这时 SMP 平面上的应力

状态点 SMP SMP( ) ， 在应力圆中又位于何处。 
三轴压缩应力状态的土单元达到 SMP 准则破坏

条件而发生剪切破坏。在 – 坐标中的三向应力圆

中，点 3(  0) ， 与 2(  0) ， 重合，点 2P 与 3P 合成为一点，

点 1P 与点 3(  0) ， 重合。这种情况下，过点 1P 和点

1(  0)， 且圆心位于 轴的圆弧、过点 2P 和点 2(  0) ， 且

圆心位于 轴的圆弧、以及过点 3P 和点 3(  0) ， 且圆心

位于 轴的圆弧，3 段圆弧的公共部分如图 9 中的实

线所示。此时最大应力比 max( / ) tan   状态点位于

图 9 中点 2 3( )P P 。根据式（4）与（8），此时的 SMP
应力状态点位于图 9 中点 SMPP 。 

图 9 三轴压缩情况的 SMP 应力状态点 

Fig. 9 SMP stress state under triaxial compression  

图 10 三轴拉伸情况的 SMP 应力状态点 

Fig. 10 SMP stress state under triaxial extension 

三轴拉伸应力状态的土单元达到 SMP 准则破坏

条件而发生剪切破坏。在 – 坐标的三向应力圆中，

点 1(  0)， 与 2(  0) ， 重合，点 2P 与 1P合成为一点，点 3P
与点 1(  0)， 重合。这种情况下，过点 1P和点 1(  0)， 且

圆心位于 轴的圆弧、过点 2P 和点 2(  0) ， 且圆心位于

 轴的圆弧、以及过点 3P 和点 3(  0) ， 且圆心位于 轴

的圆弧，3 段圆弧的公共部分如图 10 中的实线所示。
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此时，最大应力比 max( / ) tan   状态点位于图 10 中

点 2 1P P( )。根据式（4）与（8），此时的 SMP 应力状

态点位于图 10 中点 SMPP 。 

3  结    论 
根据 SMP 准则的数学表达，讨论了 SMP 面的空

间位置、SMP 面上的应力状态及其图解方法，得出以

下 3 点结论。 
（1）SMP 准则根据 SMP 平面上的剪应力与正应

力的比值来判断试样是否达到剪切破坏； 
（2）在三向主应力作用下，SMP 平面与任一主

应力作用面的交线的方位表示：当仅有另外两主应力

作用下的最大应力比平面所在的方位； 
（3）在 – 坐标中图解 SMP 应力状态的具体

步骤是：①过原点分别作三个应力圆的切线确定切点；

②过任一主应力状态点和其余两主应力形成应力圆的

切点作圆心位于 轴上的圆弧Ⅰ；③过另一主应力状

态点和其余两主应力形成应力圆的切点作圆心位于

 轴上的圆弧Ⅱ；④圆弧Ⅰ与圆弧Ⅱ的交点所对应的

坐标即为 SMP 应力状态。 
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