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分形介质土力学理论 
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摘  要：根据粗粒土颗粒破碎的分形模型，导出粗粒土颗粒破碎强度的尺寸效应，修正颗粒破碎几率的 Weibull 模型和

粗粒土的剪切强度公式；根据黏土颗粒表面的分形模型，导出黏土的膨胀变形和压缩变形的统一表达式，建立分形介

质土力学的理论框架。 
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Abstract: The tensile strength, crushing probability and shear strength are deduced from the fractal model for particle breakage  

of coarse soils. The swelling deformation and compression are derived fron the surface fractal model for cohesive soils. The 

soil-water characteristic curve, effective stress and shear strength are derived from the surface fractal model for pore-size 

distribution of unsaturated soils. 
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0  引    言 
土力学中土的分类根据颗粒粒径大小分为：粗粒

土（粒径>0.075 mm），细粒土（粒径<0.075 mm），细

粒土根据矿物成分和颗粒粒径大小又分为粉土（粒径

>0.02 mm）和黏土（粒径<0.02 mm）。粗粒土的压缩

变形和剪切强度均由颗粒破碎引起的，黏土的膨胀变

形和压缩变形与黏土颗粒表面形态有关[1-4]。中间土的

渗透性、剪切强度和压缩变形与孔隙分布有关，如图 1
所示。中间土孔隙分布的分维与孔隙表面分维是有相

同的数值和物理意义[2]。土力学里的压缩曲线、渗透系

数、颗粒破碎强度的尺寸效应等都是经验公式，没有合

理的理论基础[5-7]。本文针对笔者的研究成果，从颗粒

破碎和黏土表面分形模型，分别导出粗粒土的颗粒破碎

强度、剪切强度和修正的 Weibull 理论，及黏土膨胀变

形和压缩变形。对于中间土孔隙分布的分形模型，及由

其导出的非饱和土的力学性质，限于篇幅，不作介绍。 

1  粗粒土的剪切强度和压缩变形 
粗粒土不同颗粒的破碎几率不相同，主要取决于 

图 1 分形介质土力学理论框架图 

Fig. 1 Schematic illustration of fractal mechanics of soils 

相邻颗粒的粒径。最容易破碎的颗粒是那些被相同粒

径所包围和接触的颗粒[8]；对于被等粒径小颗粒所包围

和接触的大颗粒，小颗粒将压力均匀分布在大颗粒的

表面，减小了大颗粒的内部张力，大颗粒产生压缩破

碎；被等粒径大颗粒所包围和接触的小颗粒受到的压
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力均匀分布，小颗粒是否破碎取决于接触应力。颗粒

破碎的趋势是产生不等粒径的颗粒，颗粒破碎产生的

最终的结果是每个颗粒都没有一个与其粒径相同的相

邻颗粒，这种分布就是分形分布[9]。一旦颗粒破碎产

生了分形的颗粒分布，此后每个颗粒的破碎具有相同

的破碎几率，即分形的颗粒分布始终保持不变。 
颗粒破碎可以用图 2 表示[11]。图 2 中白色小方块

代表固体颗粒，黑色小方块代表空隙。设一个尺寸为

1 的方块颗粒，破碎成尺寸为 1/2 的颗粒，如果颗粒

是三维欧拉空间的块体，破碎后形成 8 个次一级的小

颗粒。分形颗粒中有空隙，破碎后就不可能形成 8 个

次一级小颗粒，空隙个数与次一级小颗粒的个数的总

和为 8，假设有 2 个次一级小单元为空隙，剩下的 6
个单元为次一级小颗粒；尺寸为 1/2 的次一级小颗粒

按照以上的规律继续破碎，颗粒个数与颗粒直径间的

关系表示为 
2.585( )N d d    。           (1) 

图 2 分形颗粒的破碎模型
[11]

 

Fig. 2 Fractal model for particle breakage 

分形分布的颗粒个数 N与粒径 d满足[12] 
( ) DN d d    ，              (2) 

式中，D 为颗粒粒径分布的分维，颗粒粒径分布的分

维介于 2.0～3.0 之间。更一般的情况下，尺寸为 1d b
的单元的个数为 wb ，然后将这些小单元中的任意

(1 )wb P 个移去，这里 b为比例系数，w为欧拉维数，

P 为颗粒破碎形成下一层次单元的概率。颗粒经过 i
次重复，小单元尺寸变成 1

1
i

id d b  ，单元数 N(bi)
计算如下： 

( ln ln )( ) ( ) ( )i w i i w P bN b pb b    ，  (3) 

颗粒粒径分布的分维为 ln lnD w P b  。 
颗粒累计质量为 

3dM d N d    ，         (4) 

式中， 3 D   。颗粒质量与粒径在双对数坐标上是

线性关系，直线斜率为 ，颗粒分布的分维为3  。 
沿颗粒直径方向压缩，颗粒出现与压缩方向垂直

的拉伸破碎。颗粒压缩破碎的表观强度定义为 

f f appF A  /   ，            (5) 

式中， f 为破碎强度，Ff为破碎压力，Aapp为垂直力

Ff方向颗粒的截面面积。 
2

appA kd   ，              (6) 

式中，d 为颗粒截面尺寸。由于颗粒中存在缺陷（裂

隙、孔隙等），固体颗粒是分形体，表观破碎强度随

颗粒尺寸变化，随着颗粒尺寸减小，破碎强度增大。

三维情况下，颗粒的分维为 D，二维平面情况下分维

为 1D  ，粒径为 d颗粒的真实面积为 
1

rea
D

lA Cd    ，              (7) 
式中，Areal 为颗粒截面的真实面积，C 为常数，D 为

分维。固有破碎强度( *
f )定义为 

*
f f real/F A    。              (8) 

由式（5）和式（8），颗粒破碎的表观强度与颗粒尺

寸 d的关系为 
*

f f d
     ，              (9) 

式中， 3 D   。式（9）为颗粒破碎强度尺寸效应

的分形模型。固有破碎强度是常数，不随颗粒尺寸变

化。固有破碎强度可由下式计算得到 
* 3

f f i
1

( )
n

D
i d n   

  
 
   ，     (10) 

式中，n为总数， fi 为直径 di颗粒的表观破碎强度。 
Weibull[13]给出颗粒破碎几率为 

f 0( ) ( )mP      ，            (11) 

式中， f ( )P  为破碎机率， 0 为粒径为 d0颗粒的破碎

应力。由 n个颗粒组成的集合体不破碎几率为 

s f( , ) [1 ( )]nP n P     。        (12) 

将式（11）代入式（12）中，同时考虑到当 n时，

有极限 (1 ) exp( )nx nx   ，不破碎几率为 

s 0( , ) exp[ ( ) ]mP n n      。    (13) 

分形颗粒集合体的颗粒数与尺寸的关系为[12] 

0( / )Dn d d   ，                (14) 

式中，n为颗粒数，d为颗粒直径，d0为最小颗粒的直

径，将式（14）代入式（13）得到 

s 0 0( , ) exp[ ( / ) ( / ) ]D mP n d d      。  (15) 
如果破碎强度定义为直径为 d的颗粒具有固定的

破碎几率下的拉伸应力，则可以得到 

0 0( / ) ( / ) constD md d      。      (16) 

式中， f0 为直径为 d0颗粒的破碎强度，破碎强度为 

f f0 0( / ) D md d     。           (17) 

比较式（9）和式（17）得到 Weibull 模量（m）： 
/(3 )m D D    ，               (18) 

将式（18）代入式（15）得到破碎机率的分形模型。 
对于一维的压缩变形，有效轴向应力为 和对应
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的轴应变为  ，McDowell 等给出[14] 
p p

0 sd (1 2 ) d / 9 d /[ (1 )]M K S V e        ，(19) 
式中，K0 为静止土压力系数， 0 1 sinK   ， 为内

摩擦角。将 p pd d (1 )e    代入式（19），得 
p

sd d [(1 ) ]e S V       ，      (20) 

式中， 
12sin (3 2sin ) [9(3 sin )]      。(21) 

对于分形分布而言，颗粒数与颗粒尺寸满足 
( ) DN L d Ad     ，         (22) 

式中，L和 d表示颗粒直径，且有 L d ，D为颗粒分

布的分维，A 为比例常数，与加载性状无关。在某个

压应力 下，颗粒最小粒径为 ds，则 

s s( ) DN L d Ad     ，           (23) 

粒径间于 d～ ( )d d 的颗粒截面积增量 S 为 
1DS d N ADd d         ，     (24) 

式中， 2 2   （正三角形颗粒）。颗粒总侧面积

为 
2

s s( ) ( 2)DS L d ADd D      。   (25) 

颗粒破碎的 Weibull 几率 Ps为
[14] 

3

s 0
f

0

( / )
1 exp

( 3)

m

a

dP
d C

   
    

   
  。   (26) 

式中  Pf为颗粒的破碎几率；Ps为颗粒的存活几率；

两者满足 f s1P P  ；d0为颗粒的初始粒径； 0 为 37%
的砂存活下来、不破碎时的有效平均应力；m 为

Weibull 模量；C为自由度；a为反映自由度对颗粒抗

张强度影响的系数。由式（26）得到施加的应力与最

小粒径之间的关系： 
3
s
3
0 0 f

1ln
1

m

m

d
d P





 
   

  。     (27) 

将式（31）代入式（29）得到 
( 2) 2(2 ) 2

2
s 0

0

( )
2

m DD
DADS L d d

D
 




  

     
。(28) 

将式（28）代入式（21），孔隙比为 
( 2) 2(2 ) 2 2

p 0

s 0

( 1) dd
2(1 )

m DD DA D mde
V

  


  

     
    

。 

(29) 
粒径不大于 d0 体积的微分为 2

s 0.5V d N  ，颗

粒的体积 Vs表示为 
3

s 0 2 0( ) /[2(3 )]DV L d AD d D ≤    (30) 

将式（30）代入式（29）得到 
p ( 2) 2 1d d /m De        ，    (31) 

式中， (2 ) 2 ( 2) 2
0 0(3 ) /[(1 ) ]D m DD m d        。式

（31）是压缩曲线的分形模型。当 2 2D m  ，结合

式（18），得到 D=2 时，有 

d d /e       。            (32) 
粗粒土的剪切试验中，剪切面附近的颗粒产生破

碎，颗粒破碎后的分布符合分形模型。沿剪切破坏面

将试样分开，如图3所示。图3中剪切面两侧颗粒犬牙

交错，不是所有的颗粒都能接触，剪切面凹凸不平。

接触点颗粒破碎后符合分形模型，颗粒接触面积与剪

切面尺寸的关系为 
P

1 0( )DN L r   ，            (33) 

式中，N 为颗粒接触点数目，L 为剪切面尺寸，相当

于图 3 中剪切破坏面的边长，Dp为剪切面上颗粒接触

点分布分维。根据手指法则（rules of thumb），Dp与

颗粒分布分维 D的关系为[12] 
P 1D D    。              (34) 

如图 3 所示，在剪切面上的正应力 n 由接触颗粒

承担，由接触应力 c 承担， 
3

n c 1 0/ ( / )DL r      。       (35) 

颗粒间的摩擦力（ff）与竖向压力（P）满足[15] 
2 3

f 2f P   ，              (36) 

式中，指数 2/3 是针对剪切表面，是二维平面。粗粒

土的颗粒接触点不可能是二维平面，如图 3 所示，颗

粒接触点是粗糙不平的分形体，分维为 D，颗粒接触

点的摩擦力与竖向压力的关系为[16] 
3

f 2
Df P   。            (37) 

在剪切面上，粗粒土的剪切强度为[16] 

f n
ba    ，              (38) 

式中，a为与摩擦角有关的常数，b=2/3～1。式（38）
为剪切强度的分形模型。 

图 3 颗粒在剪切面上的接触情况 

Fig. 3 Contact area of particles under vertical pressure 

2  黏土的膨胀变形和压缩变形 
黏土的膨胀变形过程就是吸水过程，黏土颗粒可

以用板状结构体表示，如图 4 所示。黏土吸附水分布

在黏土颗粒之间，撑开黏土颗粒，产生膨胀变形；当

膨胀变形受到限制时，黏土中产生膨胀力。图 4（a）
中，在吸水膨胀前，黏土颗粒的间距为 L0，相当于半
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个水分子的厚度；图 4（b）中，黏土吸水膨胀后，颗

粒的间距为 L，相当于 12 个水分子的厚度。可见，黏

土的膨胀变形与吸附水分子厚度密切相关，水分子厚

度越大，膨胀变形越大。 

图 4 黏土吸水膨胀示意图 

Fig. 4 Schematic illustration of swelling deformation 

黏土颗粒的吸水厚度与颗粒表面特征有关。对于

分形表面，表面积表示为[12] 
s2

p
DS Cr   ，            (39) 

式中，SP为表面积，C为常数，Ds为表面的分维。 
Avnir 等[17]提出了温吸附方程，黏土的吸附水体

积与蒸汽压的相互关系为 
s 3

w m 0[ln( )]DV V k P P    ，    (40) 

式中，P为黏土在含水率 w、温度 T条件下的平衡蒸

气压，P0为 T温度下纯水的平衡蒸气压。蒙脱石所吸

收水分的体积可以由三相构成关系算出： 
w v2 2V V S   ，              (41) 

式中，Vv2 为膨胀后的孔隙体积，Vv2=Vv+Vsw，Vv1 和

Vsw 分别为黏土膨胀前的孔隙体积和膨胀体积，S2 为

膨胀后的饱和度。Vm，Vnm和 Vsd分别为蒙脱石、非膨

胀黏土和砂的体积。黏土的膨胀力与含水率的相互关

系满足等温吸附方程，含水率大于 10%的黏土的膨胀

力与含水率的相互关系为[18] 
s w w 0R /( ) ln( / )p T M v P P    。   (42) 

式中  ps 为膨胀力；R 为莫尔气体常数；T 为绝对温

度，Mw 为水分子莫尔质量，vw 为水的比容。根据式

（40）和（42），归一化吸水体积与膨胀力的关系为[19] 
s 3

w m a/ [ln( / )]DV V K p p    。     (43) 

据双电层理论，膨胀力是排斥力和吸引力之差： 
s r ap f f    ，             (44) 

式中，fr为排斥力，相当于溶质吸力，fa为吸引力，是

范德华力。根据式（43）和（44）可以算出 K值[20]。 
根据 Hamaker 方法确定，吸引力表示为 

3 3 3
a h / 6 1/ 2 /( ) 1/( 2 )f A d d t d t       ，(45) 

式中，Ah为 Hamaker 常数（J），d为颗粒间距的一半，

t 为蒙脱石颗粒厚度（图 4）。Bolt[21]根据 Gouy- 
Chapman 理论给出排斥力的表达式： 

r m2 (cosh 1)f nkT u    。       (46) 

式中  k为 Boltzmann 常数（J/K），T为温度（K），n
为孔隙水溶液中的离子浓度，um为两个平行颗粒中间

点处的电势，表示为[22] 
1

m m, h,sinh [2sinh 4sinh( /2)/ ]u u u d
   ，(47) 

1
m, 4 tan h [exp( / 2) tanh( / 4)]u d z
     ，  (48a) 

1
h, 4 tan h [exp( ) tanh( / 4)]u d z
     ，   (48b) 

2 2 1 2
0(2 / )n v e kT    ，              (48c) 

1 1 2
0 02sinh { [1/(8 )] }z n kT    。       (48d) 

式中  e为电荷；ν为交换阳离子化合价； 为孔隙水

的介电常数（C2J-1m-1）； 0 为表面电荷密度（C/m2）。 
在图 4 中，黏土孔隙比表示为 

m ion ion( ) /( )e d R t R     ，     (49) 
式中，em=Vw/Vm，Rion 为交换阳离子半径。交换阳离

子化合价和交换阳离子半径分别表示为 

i iEXC /CECν    ，        (50) 

ion i iEXC / CECR R   ，      (51) 

式中，EXCi为 i 离子交换量。联立式（43）～（45）、
（49），算出式（43）中的 K 值，计算黏土的膨胀变

形和膨胀力。 
水中的黏土颗粒呈絮凝状平行排列，可用分形理

论描述[23]。黏土颗粒平行排列的结构如图 4 所示。黏

土的尺寸直接与平行颗粒间的距离有关。假定竖向压

力 p下土样的尺寸为 L，土样的初始粒径为 L0。压力

p下土样的总体积为 
3V L   。             (52) 

对于分形分布的黏土，土颗粒的体积可由颗粒的

数量和初始体积决定： 
3 3

s 0 0 0( / ) ( )DV NL L L L   ，   (53) 

式中，D 为黏土絮凝块体的分维，N为颗粒的数量。

由式（52）、（53）得到压力 p下的比容 v（=1+e0）： 
3

0( / ) Dv L L    。            (54) 
设初始状态下黏土颗粒是互相接触的，如图 4 中

d=0。所以，L0=nt，L=nt+(n−1)d，n是黏土颗粒数，d
为黏土颗粒间的距离，t 为黏土颗粒的厚度。考虑到

1n  ，式（54）改写为 
3[( / ) 1] Dv d t     ，         (55) 

式中，d 与黏土吸附水的体积有关，吸附水的体积由

黏土的表面结构决定。如果黏土层的长为 l 宽为 b，
吸收水的吸附体积与蒙脱石的吸附体积分别为 

w ( 1)V n dlb    ，             (56a) 

mV ndlb   。                 (56b) 

黏土吸水体积可以用式（43）表示，由式（43）、
（55）和（56）得到比容（v）与竖向压力的关系为 

s 3 3
a1 [1 ( / ) ]D Dv e K p p        ，   (57) 

式中引进大气压 pa 的目的是使压应力无量纲化。式

（57）为黏土初始压缩曲线（ e p ）的通用公式。 
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如果 3
a( / ) 1sDK p p   ，式（57）可以简化为 

1 a( / )v M p p    ，            (58) 

式中， 3
1

DM K  ， s( 3)(3 )D D    。适用于高液限

黏土。如果有   s 3
s 1DK p p 

≤ ，式（55）简写为 

2 a( / )e M p p    ，          (59) 

式中， 2 (3 )M D K  ， 3sD   。式（59）适用于

粉土、砂。 

3  结    语 
本文主要总结了粗粒土颗粒破碎分形模型及由此

导出的颗粒破碎强度尺寸效应、颗粒破碎机率、压缩

曲线和剪切强度；由黏土的表面分形模型导出的膨胀

变形和压缩变形曲线。根据土结构的分形模型，建立

了分形介质土力学的基本理论框架。 
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