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摘  要：现有地下水半解析数值方法不能应用于潜水含水层的地下水流问题。为此，基于 Neuman 模型提出了潜水非稳

定流的半解析数值求解格式，利用伽辽金法与正交解析函数族推导了解耦形式的加权余量方程式。在编制 Fortran 计算

程序实现数值求解的基础上，利用已有解析解验证了方法及程序的正确性，计算结果很好地反映了潜水完整井流具有

的三维流动特性及潜水面滞后反应效应，而且当忽略给水度时，该方法可以退化为针对承压含水系统的已有成果。数

值算例表明，半解析数值方法适用于模拟包括潜水含水层、承压含水层及弱透水层的多层结构含水层系统的地下水流

问题，能够为可概化成层状含水系统的地下水开采及地面沉降等问题中三维水流模型的高效计算提供途径。 
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Semi-analytical numerical method for three-dimensional groundwater flow 
considering water-table response  
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Abstract: The existing semi-analytical numerical method can not be used to simulate unconfined flow of groundwater. 

Therefore, a semi-analytical numerical approach for the problems of unsteady groundwater flow in unconfined aquifers is 

proposed by using the Nueman's model for the response of the water table, and the decoupled weighted residual equations are 

derived by means of the Galerkin's method and the orthogonality of the trigonometric series. A computer program is developed 

for the semi-analytical numerical analysis of three-dimensional groundwater flow in unconfined aquifers, and the validities of 

the present method and program are verified by comparisons with the existing analytical solutions. The three-dimensional 

pattern of unconfined flow due to a fully penetrating well and the delayed response of the water table are studied based on the 

numerical results. Moreover, the proposed method can be reduced to the existing method for confined flow if the specific yield 

of unconfined aquifers is ignored. Finally, the applicability of the semi-analytical numerical method for simulating the 

three-dimensional flow in the aquifer systems consisting of an unconfined aquifer, an aquitard and a confined aquifer is 

demonstrated through an additional numerical application. The proposed method can provide a high efficient approach for the 

three-dimensional simulation of groundwater flow and land subsidence due to groundwater withdrawal in layered aquifer systems.  
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0  引    言 
弱透水层各向异性等实际因素会使得当前普遍采

用的“准三维”流模型出现模拟失真，为了准确刻画

地下水的运动状态，有必要对弱透水层和含水层都采

用三维流模型[1-3]。由于绝大多数情形无法获得解析

解，三维模型的求解往往需要借助于数值手段。然而，

利用传统全局离散数值方法进行三维瞬态流模拟时，

存在着单元数多，计算量大和效率低等问题。特别是

遇到非均质、各向异性多层含水系统时，需要更加精

细的网格剖分，使得上述问题更为突出。为此，一些

学者致力于寻求新的地下水数值方法，做到既节省计

算工作量又保证计算精度，以解决这些难题[4-6]。 
为了克服解析法的限制，解决纯数值方法在三维
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流计算方面存在的求解困难，同时旨在结合解析法与

数值法的优点，一些解析─数值混合计算方法得到发

展。针对层状含水系统的瞬态三维井流问题，Hemker
提出了一种杂交解析数值方法，其中径向流解析求解，

竖向速采用有限差分方法模拟[7-8]。基于地下水流控制

方程的解析解，Bakker 等提出了解析单元法，并逐步

推广到稳态三维非完整井流、层状含水系统三维流及

辐射井问题[9-11]。半解析数值方法是一种典型的解析─
数值混合计算方法，最早较多应用于岩土工程与结构

工程的静动力分析问题[12-14]。由于能够避免全局离散

带来的过量单元数目，同时有效降低计算工作量，适

用于可概化为层状含水层系统的地下水流问题，

Stanley 等[15]首先将半解析数值方法引入地下水计算

领域，提出了针对承压含水层（简称承压层）的有限

层求解格式。随后，该方法被进一步扩展到越流承压

层、径向两层承压含水层系统甚至水平井的地下水问

题[16-18]，其计算优势得到进一步体现。潜水含水层（简

称潜水层）是多层含水系统的重要组成部分，潜水层中

地下水渗流计算也一直是多个领域的重要课题[19-20]。然

而，针对潜水流的半解析数值方法目前未见报道。     
本文提出考虑潜水的三维流半解析数值模拟方

法，基于 Neuman 模型推导相应求解格式，给出解耦

形式的整体半解析数值方程及层元系数矩阵、向量元

素计算公式。据此编制相应计算程序，通过算例对比

分析验证本文方法的正确性和合理性。 

1  数学模型 

假设在包含潜水层的含水层系统中设置任意抽水

形式开采地下水，由质量守恒定律和 Darcy 定律，考

虑各向异性，地下水三维非稳定流的控制方程为 

x y z
s s sK K K

x x y y z z
          

                 
 

s( , )   sq x, y,z t S
t





。               (1) 

式中  s(x，y，z，t)为降深（L）；Kx，Ky，Kz分别为 x，
y 和 z 方向的渗透系数（LT-1）；Ss为贮水率（L-1）；q
（x，y，z，t）为源汇项（T-1），表示单位时间从单位

体积含水层中流入或流出的地下水体积，包括入渗补给

和抽水形式的抽、注水量，源取为正值，汇取为负值。 
不失一般地，设初始水位降深为零，含水层系统

底板视为隔水层，在侧边界上考虑两类常用的齐次边

界条件，即定水头边界条件与隔水边界条件。Neuman[19]

将潜水面视为可移动的物质界面，同时假设抽水期间

潜水面降深与含水层厚度相比很小，建立了其潜水非

稳定流模型。该模型不涉及以往潜水数学模型中物理

含义不明的滞后指数，且能够考虑潜水面处的竖向补

给及含水层的弹性释水。根据 Neuman 潜水模型，在

潜水面位置处须满足如下关系： 

y 0z
s sK S
z t

 
 

 
  ，          (2) 

式中， yS 为给水度，该数值反映了潜水面发生单位降

深时重力排水对含水层的补给强度，量纲为 1。 

2  求解格式 
半解析数值方法避免三维全局网格剖分，而是根

据研究区域的物理力学特性与几何特征，只沿特定方

向进行离散。因此，相比有限元等传统数值方法，该

方法的前处理十分简单。例如，将厚度为 c 的含水层

系统区域沿竖向（z 方向）离散成 L 个不同厚度和水

文地质参数的层单元便形成本文的三维计算模型。 
2.1  降深试探函数 

根据这种离散形式，降深在水平向(x 和 y 方向)
采用二维解析函数表示，在 z 方向上采用标准有限元

的线性形函数，将试探函数表示成解析与数值相结合

的形式： 
1

1 1 1
( , , , ) ( ) ( , ) ( )

L M N

mnj mn j
j m n

s x y z t t A x y N z


  
  。 (3) 

式中  ( , , , )s x y z t 为降深试探函数； ( )mnj t 为 t 时刻待

求系数； ( , ) ( ) ( )mn m nA x y X x Y y ， ( )mX x ， ( )nY y 分别

为满足 x 方向和 y 方向含水层侧边界条件的已知解析

函数族，其选用应满足正交性和完备性； ( )jN z 为 z
方向标准线性形函数；M，N 为级数项数。 

针对定水头边界和隔水边界两类齐次边界条件，

分别提出如下地下水位降深试函数
[16]

： 
（1）定水头边界， ( , ) sin sinmn m nA x y k x k y ，试

探函数可表示为 
1

1 1 1
( , , , ) ( )sin sin ( )

L M N

mnj m n j
j m n

s x y z t Φ t k x k y N z


  

  。(4) 

（2）隔水边界， ( , ) cos cosmn m nA x y k x k y ，试探

函数表示为 
1

1 0 0

( , , , ) ( ) cos cos ( )
L M N

mnj m n j
j m n

s x y z t Φ t k x k y N z


  

  ，(5) 

式中， π /mk m A ， π /nk n B ，A，B 分别为计算区

域沿 x 和 y 方向的长度。 
2.2  潜水半解析数值方程 

根据加权余量法，选取三维形函数 ( , , )m n i x y z    
  ( , )i m nN z A x y  作为权函数，可得到伽辽金方程式： 

s          d d d 0

x y z

i m n

s s sK K K
x x y y z z

sS q N A x y z
t



 
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1 2 1  0 1  0 1i L m M n N      ( ，， ， ； ，， ， ； ，， ， )。(6) 
将试探函数具体形式（4）或（5）代入式（6），

根据解析函数族 ( , )mnA x y 的正交性，只有当m m 和

n n 时式中的积分项存在，从而实现式（6）的按级

数项解耦，对应的第(m, n)项伽辽金方程式为 
21
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(7) 
对式（7）中关于 z 方向的二阶求导项采用分部积

分，代入 Neuman 潜水面条件（2），则 
2

20 0 0

( , , , ) ( , ,0, )0 0

 d d d

= d d

c A B

z i mn

A B

z i x y c t y i x y t mn
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z
s sK N S N A x y
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1
2

0 0 0
1

 d d d
L c A Bji

mnj z mn
j

NNK z A x y
z z






 
 

   
      。   (8) 

将式（8）代入式（7）进一步展开，并利用层元

间的水流连续条件整理后，可得到矩阵形式的整体半

解析数值方程式： 

  d[ ] { } { } { } 0
dmn mn mn mnmn

G B Q
t

     ， (9) 

式中， 1L  阶的三对角系数矩阵[ ]mnG ， mn
B 称整体

渗透矩阵与贮水—给水矩阵，整体水量向量{ }mnQ 为

1L  阶向量。 
2.3  系数矩阵及向量元素公式 

由于在试探函数中引入解析函数族，对于特定层

元 l(节面编号分别为 l，l+1，层厚 lc )，根据式（7）、
（8）积分计算可得到层元 l 的 2 阶层元渗透矩阵 emn

G
的元素

e
mnijg 、层元贮水—给水矩阵  emn

B 的元素
e
mnijb 的

解析表达式，其中，
e
mnijg 与文献[16]中表 1 给出计算

公式相同，
e
mnijb 具体形式如下： 

（1）定水头边界条件 
当 l=1 时，层元矩阵  emn

B 元素计算公式为 
 11 s / 12 / 4l yb ABc S ABS    ，  (10a) 

12 21 s / 24lb b ABc S     ，     (10b) 

22 s /12lb ABc S    。          (10c) 
当 1l  时，层元矩阵  e

mn
B 元素计算公式为 

11 22 s /12lb b ABc S     ，      (10d) 

12 21 s / 24lb b ABc S     。      (10e) 
（2）隔水边界条件 
a）m=0，n=0  
当 l=1 时，层元矩阵  e

mn
B 元素计算公式为 

11 s / 3l yb ABc S ABS     ，     (11a) 

12 21 s / 6lb b ABc S     ，       (11b) 

22 s / 3lb ABc S    。           (11c) 
当 1l  时，层元矩阵  e

mn
B 元素计算公式为  

11 22 s / 3lb b ABc S     ，       (11d) 

12 21 s / 6lb b ABc S     。       (11e) 
b）m=0，n≠0 或 m≠0，n=0 
当 l=1 时，层元矩阵  e

mn
B 元素计算公式为 

11 s / 6 / 2l yb ABc S ABS    ，    (12a) 

12 21 s /12lb b ABc S    ，        (12b) 

22 s / 6lb ABc S    。            (12c) 
当 1l  时，层元矩阵  e

mn
B 元素计算公式为 

 11 22 s / 6lb b ABc S     ，        (12d) 

12 21 s /12lb b ABc S    。        (12e) 
在 m≠0，n≠0 情形下的  e

mn
B 各元素计算公式与

（10a）～（10e）形式相同。 
同样地，根据不同的抽水形式，层元 l 的水量向

量  emn
Q 的元素 e

mniq 也具有解析表达式。以定水头边界

为例，对于设置在节面 l(1≤l≤L+1)上( 0x ， 0y ， 0z )
处的点源抽水形式，层元水量向量的元素计算公式为 

1e
0 w 0 00 0

( )d ( ) ( ) d dl

l

Z A B

mni i mnZ
q N z z z Q x x y y A x y         

  w 0 0sin( )sin( )    ( )  
0                                       ( )

m nQ k x k y i l
i l

 
 


  ，     (13) 

式中， wQ 为单位时间的抽水量。 
对于常见的非完整竖向井，层元水量向量元素的

计算公式为  
1e

0 00 0
d ( ) ( ) d dl

l

Z A B

mni i mnZ
q N z Q x x y y A x y       

0 0= sin( )sin( )        1)
2
l

m n
c Q k x k y i l l ( ， ， (14) 

式中， w w/Q Q L ， wL 为滤管段长度。 
特别地，当 wL =c，即抽水井的滤管段完全贯穿整

个含水层，此时式（14）对应于完整井的水量向量元

素计算式。             
在得到各层元矩阵  e

mn
G ，  emn

B 和层元向量  emn
Q

后，可叠加得到整体矩阵和整体向量。然后，对式（9）
中 d{ } / dmn t 采用差分格式，可以建立对应于第（m，

n）项的线性求解方程组，最终实现任意时刻地下水位

降深的求解
[15]

。值得注意的是，由于级数项间的解耦

性使整体矩阵规模有限，半带宽仅为 2，因此，相比

于通常三维有限元分析产生的线性方程组规模，需要
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的计算工作量很小，也更便于编程实现。同时，各系

数矩阵元素都具有解析表达式，无需借助数值积分，

可以进一步节省计算工作量。   

3  算例分析 
根据推导得到的求解格式编制了 Fortran 计算程

序，在此基础上，通过数值结果与潜水完整井流解析

解的对比验证潜水求解格式与程序的正确性，并说明

本文方法处理潜水层、多层结构含水层系统中三维地

下水流问题的适用性。 
3.1  与解析解的对比 

针对均质各向同性潜水层地下水向完整井的非稳

定流问题，选取 5 组不同给水度比 s e / yR S S ，利用计

算程序分别进行了分析。根据计算结果，图 1 给出了

位于潜水层底板离完整井轴径向距离 r=c 处的无量纲

水位降深 w4π /S Kcs Q 和无量纲时间 /T Kct 2
eS r

关系曲线，其中 e sS S c 为潜水层贮水系数。图中可

见，5 种情形下本文结果和经典解析解文献[19]都吻合

良好，从而验证了本文建立的潜水半解析数值求解格

式和编制程序的正确性。当 sR  时，给水度 Sy=0，
潜水层完整井流转化为承压层完整井流，对应于图 1
中的 Theis 曲线，这说明本文给出的潜水数值方法可

退化为已有针对承压层的地下水流半解析数值方法。 

图 1 潜水含水层无量纲水位降深–时间曲线 

Fig. 1 Dimensionless drawdown-time curves for unconfined  

aquifers 

3.2  潜水完整井的地下水三维流 

图 1 中 4 条曲线分别对应某一有限值给水度比

sR ，可以看出，抽水初期的重力排水作用并不明显，

不同 sR 值的降深曲线都与 Theis 曲线重合。随着抽水

时间的延续，潜水面下降引起重力排水的影响逐渐显

现，本文数值结果很好地反映了潜水流的这种特点：

sR 越小，重力排水的补给作用越强，抽水引起的水位

降深也越小，以至于当 4
s 10R  时较长一段时间内地

下水位几乎不变。 

图 2 给出了同一时刻不同潜水含水层深度处

( 0z  ， 0.2z  ， 0.4z  和 1z  )的 s r 曲线，其中

/r r c ， /z z c 。可以看出，不同位置处的降深曲

线并不一致，抽水井附近存在较大竖向流速，表现出

地下水的三维流动。这和 Theis 解给出的承压含水层

完整井流有明显区别，后者只是二维径向流，水位降

深和含水层深度位置无关。因此，在涉及潜水流时，

为了避免较大误差，即使完整井流问题也有必要进行

地下水的三维分析。在工程建设中，常需要关注井点

降水作用下潜水位下降的效果，图 2 中 0z  曲线即对

应于抽水过程中该时刻的无量纲潜水面形状，图中可

见，潜水面的降深总是落后于其下任意深度处的水头

降深，这种现象称为潜水面滞后反应效应[19]。  

 

图 2 潜水含水层不同深度处无量纲水位降深—距离曲线 

Fig. 2 Dimensionless drawdown-distance curves at different  

elevations z   

3.3  数值应用 

为了进一步说明本文方法的应用能力，选取典型

3 层结构含水层系统的抽水问题进行分析，如图 3 所

示。含水层系统由上覆潜水层、下卧承压层以及两者

之间的弱透水层组成，在承压层中设置竖向完整井以

常流量开采地下水，具体的几何尺寸和水文地质计算

参数值见表 1。 

 

图 3 潜水层-弱透水层-承压层系统示意图 

Fig. 3 Schematic of three-layered system consisting of an  

       unconfined aquifer, an aquitard and a confined aquifer 
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表 1 计算参数 

Table 1 Calculating parameters 
计算参数 数值 单位 

厚度 c1, c2, ca 30, 20, 5 m 
贮水率 Ss1, Ss2, Ssa (10-5) 3.333, 3.333, 1.5 m-1 

渗透系数 K1, K2, Ka 5, 5, 0.5 m/d 
抽水量 Qw 1000 m3/d 

计算区域 A×B 2000×2000 m2 
抽水井滤管段 Lw 20 m 

给水度 Sy               0.1 — 
注：下标 1，2，a 分别表示潜水层、承压层、弱透水层。 

图 4 分别给出了潜水层、弱透水层和承压层顶板

处的降深分析结果。图 4 中可见，在抽水作用下，最

明显的水位降深发生在作为抽水层的承压层中，但是

弱透水层和上覆潜水层中地下水位也出现了变化，这

说明在抽水作用下上覆潜水可以通过中间弱透水层进

入下卧承压层，发生越流。越流对含水层水位的影响

是地下水力学研究的重要内容，Hantush 等[21]假设在

含水层中地下水为水平二维流，弱透水层中仅发生竖

向一维流，成功建立了能够考虑弱透水层弹性释水的

经典越流理论。目前，基于该假设的准三维模型在地

下水计算及地面沉降数值模型研究中仍得到广泛应

用。由图 5 给出的抽水井附近降深等值线与流线可知，

承压层中水平流占优，基本符合准三维模型；弱透水

与潜水层都存在较大竖向分流速，表现为地下水的三

维流动，而且在含水层与弱透水交界面处等值线明显

偏折，发生水流折射。因此，半解析数值方法能够同

时考虑含水层及弱透水层的水平与竖向流动，更合理

地反映多层结构含水层系统中地下水流动特性。 

 

图 4 含水层系统水位降深–距离曲线 

Fig. 4 Drawdown-distance curves for three-layered aquifer system 

 

图 5 含水层系统水位降深等值线与流线 

Fig. 5 Drawdown contours and streamlines in three-layered  

aquifer system 

 

4  结    语 
基于 Neuman 潜水理论，提出了潜水层地下水流

动问题的半解析数值求解格式，完善了已有地下水半

解析数值方法。编制了相应计算程序，利用经典解析

解验证了本文方法的有效性，计算结果能够反映潜水

完整井流的流动特性与潜水面滞后效应。在此基础上，

通过含潜水层的 3 层含水层系统地下水流问题的分

析，说明半解析数值方法能够处理复杂层状含水层系

统中的三维水流问题。由于半解析数值求解格式具有

解耦性，能够有效减少三维数值分析带来的计算规模，

层元矩阵的解析形式能够进一步避免数值积分，因此，

该方法可以为水文地质以及地面沉降领域中三维流模

型的高效分析提供新的途径。同时应该指出的是，在

处理复杂非均质问题时，该方法无法取代有限元等传

统数值方法的地位。 
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