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三维应力空间下改进状态变量的上下负荷面模型 
及其数值实现 
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摘  要：为准确描述结构性土、超固结土的复杂弹塑性力学行为，对上下负荷面模型中的超固结状态变量 R 与结构性

状态变量 R*的演化规律进行改进，运用 Sheng 建议的破坏准则把模型的应用范围拓宽到三维应力空间，建立了三维应

力空间下改进状态变量的上下负荷面模型。详细介绍了该模型隐式应力更新算法的数值实现过程，编制了对应的接口

子程序，实现了对有限元软件的二次开发，并通过一系列数值模拟验证了模型的合理性、程序的精度与稳定性。最后

应用本文模型模拟 Boom 黏土和 Fujinomori 黏土并与试验数据对比，结果表明，模型能够准确描述结构性土、超固结

土的力学特征。 
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Super-subloading surface model with improved state variables in 3D stress         
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Abstract: A 3D improved super-subloading surface model is established to discribe the complex behaviors of overconsolidated 

and structured soil precisely. By comparing with those of the existing super-subloading surface models, the evolution of 

overconsolidation state variable R and structural state variable R* in this model is ameliorated. Moreover, the realm of the 

model is expanded to 3D stress space as the shape of yield condition in π plane is assumed to be sleeked by utilizing the failure 

criterion suggested by Sheng. Then the procedure of implicit stress-update algorithm is introduced, and the model is realized in 

finite element software by subroutine. Subsquently, the rationalities of the model and the subroutine are verified in a series of 

numerical simulations. Finally, Boom clay and Fujinomori clay are simulated, and the numercial simulation results are 

compared with the test data. The comparison shows that the proposed model can describe the characteristics of 

overconsolidated and structured soil accurately. 
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0  引    言 
在地下工程开挖及上部结构建设过程中，开挖面

土体处于卸载—再加载的超固结状态；此外，在工程

完工后，地基土体在其长期固结沉降过程中逐渐产生

结构性，Leroueil 等[1]及 Tatsuoka 等[2]的试验结果就表

明土体在其次固结过程中表现出结构性。更一般地，

Tavenas 等[3]、Mesri[4]及众多岩土力学学者研究表明，

自然状态下的土几乎都处于超固结状态，且具有结构

性。由此看来，实际岩土工程问题更多地涉及超固结
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土和结构性土。以剑桥模型[5-6]为代表的传统弹塑性模

型能准确描述正常固结或弱超固结黏性土（以及松砂

或低密砂）的应力屈服及应变硬化等力学特征，但不

能对超固结土和结构性土的复杂弹塑性力学行为作出

准确描述[7-9]。 
针对传统弹塑性模型在表现超固结土力学行为上

的不足，一些改进模型便相继产生。如 Mroz [10-11]、

Iwan[12]提出的多屈服面模型，Dafalias 等[13]、Krieg[14]

提出的双重屈服面模型，Mroz 等[15]提出的无限屈服

面模型等。其中，Hashiguchi 提出的下负荷面模型[16-18]

形式简单且物理意义更明确[19-20]，被广泛运用于岩土

工程数值计算领域。例如：姚仰平等[21]基于下负荷面

概念，在剑桥模型参数中增加了一个为 Hvoslev 面斜

率的参数，建立了简单实用的超固结土本构模型。

Yamakawa 等[9]和 Ozaki 等[22]又将下负荷面模型建立

在正交各向异性和运动硬化假设基础上，对其进行功

能扩展，并给出了该模型的隐式应力更新算法。在表

现结构性土力学行为方面，Liu 等[23-25]、Horpibulsuk
等[26]基于修正剑桥模型，引入描述结构性衰减参数和

结构指数等参数，建立了结构性土剑桥模型（structured 
cam clay model）。Suebsuk 等[27]在此基础上，引入与

结构性相关的有效平均主应力参数 bp，对结构性土剑

桥模型进行扩展，建立了适合自然结构性土、人工结

构性土和无结构性土的修正结构性土剑桥模型

（modified structured cam clay model）。上述模型在修

正剑桥模型中引入结构性参数来体现结构性的影响，

虽具有形式简单、参数物理意义明确的优势，但存在

参数取值不定且受其他土性参数(如渗透系数)综合影

响的缺点[25]。 
基于修正剑桥模型，本文首先修正 Asaoka 等[7-8] 

的上下负荷面模型屈服面在 p–q 应力空间中的形状，

再对该模型的超固结状态变量R和结构性状态变量R*

的演化规律进行改进，然后引入 Sheng 等[28]建议的破

坏准则把模型应用范围拓展到三维应力空间，提出一

个适用于超固结土和结构性土的改进模型。在此基础

上，编制该模型与有限元软件对应的接口子程序，建

立了适用于超固结土、结构性土在复杂应力条件下的

数值模拟平台。最后应用本文模型模拟不同状态的土

在不同加载条件下的力学行为，分析模拟结果，并将

模拟结果与其他模型模拟结果、试验数据进行对比。 

1  上下负荷面修正剑桥模型 
1.1  上下负荷面理论 

上下负荷面理论假定处于超固结状态的结构性土

存在 3 个屈服面：修正剑桥模型屈服面、上负荷面、

下负荷面，如图 1 所示（图 1 及本文其他应力空间均

为有效应力空间）。剑桥模型屈服面即为完全重塑土正

常固结时的屈服面。上负荷面为结构性土正常固结时

的屈服面，位于剑桥模型屈服面外并与该面几何相似，

相似中心为 p–q 应力空间的原点，相似比为 R*，R*

取值范围为(0，1)，大小表示结构性的强弱，R*=1 时

表示无结构性的完全重塑土，此时上负荷面与剑桥模

型屈服面重合。当土体处于超固结状态时，屈服面位

于正常固结屈服面内，被称为下负荷面，下负荷面随

应力状态的变化扩大或缩小且始终过当前应力状态

点。Hashiguchi 假定下负荷面与正常固结屈服面几何

相似，相似中心为 p–q 应力空间的原点，相似比为 R，
R 取值范围为(0，1]，大小表示超固结状态的强弱，

R=1 时表示土处于正常固结状态，此时下负荷面与正

常固结屈服面重合。 

图 1 p–q 空间中的屈服面示意图 

Fig. 1 Sketch of yield surface in p–q space 

为使相似比 R，R*具有明确的物理意义，重新定

义 R，R*分别为超固结状态变量、结构性状态变量，

表达如下： 
c

sc

=
pR
p

， * nc

sc

pR
p

   ，        (1) 

式中，pc，pnc，psc分别为下负荷面、剑桥模型屈服面、

正常固结屈服面在 p 轴上的截距。 
1.2  屈服面与塑性势函数 

把式（1）代入修正剑桥模型屈服面方程，得上下

负荷面修正剑桥模型在 p–q 应力空间的屈服面方程： 
2

c2

c nc*

( ) 0 

 

qf p p p
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       (2) 

式中，(p，q)为当前应力状态点，M 为临界状态剪切

应力比。 
1.3  破坏准则 

为将本文模型从一般应力空间拓展到三维应力空

间，并克服 Mohr-Coulomb 破坏准则存在屈服面上有
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不光滑角点的不足，本文模型采用 Sheng 等[28]建议的

破坏准则，表达如下： 
4

* 4
4 4

2
1 (1 )sin 3

M M 
  


  

 。  (3) 

式中  M*为三轴压缩条件下的临界状态剪切应力比；

 表达式为 
3 sin
3+sin







   ，              (4a) 

式中， 为内摩擦角； 为 Lode 角，用来表现三维应

力状态下中主应力对屈服强度的影响，表达式为 

3
3/ 2
2

1 3 3arcsin
3 2

J
J


 

   
 

  ，   (4b) 

式中，J2，J3分别为第二，第三偏应力不变量。 
Sheng 等[28]等证明，在内摩擦角 ≤48.59°时，

能保证 π 平面上破坏面的外凸性。本文破坏准则在 π
平面上的形状如图 2 所示。 

 

图 2 π 平面上破坏面形状[28] 
Fig. 2 Failure surface in π  plane[28] 

1.4  流动法则 

本文模型采用相关联流动法则，在 p–q 应力空间

表达式如下： 
p
vd f

p
 





， p

sd f
q

 





  ，    (5) 

式中， 为塑性乘子，f 为屈服面方程。 
1.5  硬化规律 

对式（2）第一式等号两边取微分，即得到上下负

荷面修正剑桥模型的塑性一致条件： 

c
c

d = d d df f ff p q p
p q p
  

 
  

 ，     (6)  

式中，dpc即为上下负荷面剑桥模型硬化参数的微分形

式： 
*c c c

c nc*
nc

d d d d
p p pp R R p
R R p
  

  
  

 ， (7) 

式中， ncdp 为修正剑桥模型的硬化参数， d ncp   
p

nc vdp  ， p
v 为塑性体应变 ， 系数 0(1 ) /e    

( )  ，e0，，κ 分别为初始孔隙比、压缩指数和

回弹指数。 
对于式（7）超固结性状态变量 R 的增量形式 dR

和结构性状态变量 R*的增量形式 dR*的表达式， 
Asaoka 等[7-8]曾建议为 

p
dd ln dRR Mm R     ，         (8a) 
** * * p

dd 1 dR
mR M R R    ( )   ，   (8b) 

式中，mR，mR*分别为控制状态变量 R，R*变化速度的

非负材料参数， p
dd 为塑性剪应变增量。很明显，上

述公式忽略了塑性体应变对超固结性和结构性状态的

影响。为同时考虑塑性体应变 p
v 和塑形剪应变 p

d 对超

固结性的影响，本文参考 Yamakawa 等[29]的研究，通

过在数学形式上把塑性体应变增量与塑性剪应变增量

对超固结性的影响做加权的方式，改进超固结状态变

量演化形式 dR 的表达式为 
pd ln d  R RR Mm R   ，

            
(9a) 

式中， pd R 为影响超固结性的等效塑性应变增量： 
p p 2 p 2

1 d 1 vd = (d ) 1 (d )R     ( )   ，  (9b) 

式中， 1 为无量纲参数，表示塑性剪应变增量和塑性

体应变增量对超固结性的发展贡献比例，当 1 =1 时，

土的超固结性完全由塑性剪应变决定，式（9a）退化

为式（8a），而当 1 =0 时，土的超固结性完全由塑性

体应变决定。 1 的取值影响着数值模拟结果与实验结

果的相似程度。 
在考虑塑性体应变增量对结构性的影响方面，本

文综合 Asaok 等[7-8]、朱合华等[30]的研究，首先改进

了结构性状态变量演化形式 dR*的表达式为 

 
* * 2 * 3 p

* *d ( ) ( ) dR RR Mm R R      ， (9c) 

式中， p
*d R 为影响结构结性的等效塑性应变。其次，

为考虑塑性体应变增量对结构性的影响，采用上述改

进 dR 表达式的思路，改进 p
*d R 的表达式为 

p p 2 p 2
* 2 d 2 vd = (d ) (1 )(d )R       ， (9d) 

式中， 2 为塑性剪应变增量对结构性的发展贡献比。 
由此可得， 1 ， 2 具体取值是在数值模拟过程中，

取模拟结果与试验结果最接近时的值。 

2  隐式应力更新算法 
本文模型的数值实现采用完全隐式向后积分算

法，该法通过在平衡迭代中内置屈服条件使应力状态

始终处于当前屈服面上，使计算结果达到非常高的计

算精度。具体思路如图 3 所示。图中下标表示增量步，

上标表示迭代步。 

N 点表示从ABAQUS主程序传入的第N增量步

积分点的应力状态，把给定的总应变增量 1d N  全部视
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为弹性应变增量，通过弹性本构关系求得试探应力
tr

1N  ，并代入屈服方程中进行屈服判断：若 f( tr
1N  )

≤0（本节中的 0，在实际程序中处理时，用下文的 fTol

来代替），说明材料没有屈服，上述试探应力状态即为

实际应力状态；若 f( tr
1N  )>0 说明材料屈服，需进行

塑形修正。塑性修正过程中，根据最近点映射算法确

定塑性应变增量
1pd

k



，再过弹性本构关系计算应力

状态 1
1

k
N 
 ，再进行屈服判断。重复以上步骤直至

f( 1
k
N  )=0，此时 1

k
N  即为第 N+1 增量步实际的应力

状态，迭代结束。 

图 3 完全隐式积分算法示意图 

Fig. 3 Sketch of implicit integration algorithm 

3  模型的数值实现 
3.1  初始屈服面 

由已知的第 N 增量步应力状态 N 及状态变量

RN、 NR ，可得第 N+1 增量步初始屈服面大小： 

, nc,*

2

nc, 2

 

 

N
c N N

N

N
N N

N

Rp p
R

qp p
M p

 


  

，

。

        (10) 

3.2  弹性试探 

试探应力分量 tr
1N  由弹性本构关系求出： 

tr e
1 :dN N D       ，       (11) 

式中， e ( 2 / 3) ( )ij kl ik jl il jkD K G G        
，

为弹

性矩阵。模型弹性部分采用多孔介质非线性弹性模型，

体积弹性模量 K 和剪切模量 G 分别为  
1  

3(1 2 )  
2(1 )

eK p

G K





  
 
 

，

，

          (12)  

式中， 为泊松比。 
求出试探应力分量 tr

1N  后，由下式求出试探平均

应力 ptr、试探剪切应力 qtr： 

, 1

tr tr
1 / 3

ij NN ijp  
  ， tr tr

1 3/ 2N ijq s   。 (13) 

3.3  初始屈服判断 

计算初始屈服函数： 
tr tr 2 2 tr tr

1 1 1 1 ,( ) / ( )N N N N c Nf q M p p p       ， (14) 

若初始屈服函数 tr
1Nf  小于某个容许误差值 Tolf ，说明

应力状态仍处弹性阶段，直接进行 3.5 节的计算；若
tr

1Nf  大于 Tolf ，说明发生应力屈服，应进行塑形修正。

本文设定 Tolf =1×10-5。 
3.4  塑性修正 

塑性修正的核心是用 Newton-Raphson 方法求解

包括 pnc，p，q， ，R，R*六个变量的非线性方程组。

由于求解过程中的每一个迭代步的应力增量、应变增

量极小，故在实际求解时，设当前迭代步 R，R*的初

值为上一迭代步末的更新值，且在迭代过程中不变，

在该迭代步结束后利用微分形式 dR，dR*更新 R，R*，

再进行下一迭代步的计算，直至迭代结束。上述处理

方法在实际运用过程中，被证明迭代效率高、结果精

确，说明该方法是合理的。 
第 N 增量步中第 k 迭代步具体表达式如下，具体

推导见文献[29]： 
2 1
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= 3  
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3.5  变量更新与存储 

由式（15a）、（15b）进行应变、孔隙比等的更新，

并将更新后的状态变量 STATEV(NSTATV)存储，再进

行下一增量步的计算： 
p p p

1 1
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1 1 1

d  

d  
N N N

N N N

  

  
 

  

  


  

，

，
           (16a) 

         
1 1

1 v, 1

1 1

d  
d 1 d  

d  

N N N

N N N

N N N

e e
e e e

  


 

 

 

  
  
  

，

( ) ，

。

        (16b) 

4  模型验证 
为验证本文模型的有效性，对重塑土、结构性土

在正常固结、超固结状态下进行三轴压缩数值模拟试

验，并分析试验结果。 



2276                         岩  土  工  程  学  报                                    2015 年 

4.1  超固结重塑土三轴压缩试验模拟 

选取文献[28]中的土样参数作为本节重塑土样参

数，采用一阶八节点三维实体孔压单元(C3D8P)，对

试样进行三轴压缩条件下的数值模拟。土性参数如表

1 所示。 
图 4 为本文模型与 Sheng 等[28]所用修正剑桥模型

模拟的有效应力路径图。如图 14 所示，本文模型与修

正剑桥模型均对重塑土在三轴压缩试验过程中有效应

力状态变化的一般规律做出了准确的描述。对比本文

结果与 Sheng 等[28]的结果，可以明显看出，在对正常

固结重塑土固结不排水（NC-CU）过程、超固结重塑

土固结不排水（OC-CU）过程进行模拟时，本文模型

模拟的有效应力路径比 Sheng等[28]用修正剑桥模型模

拟的有效应力路径更平滑。 
表 1 重塑土参数[28] 

Table 1 Parameters of remolded soil[28] 
参数 正常固结土 超固结土 

初始孔隙比 1.50 1.53 
压缩指数 0.2 0.2 
回弹指数 0.02 0.02 
泊松比 0.3 0.3 

内摩擦角/(°) 30 30 
前期固结压力/kPa 50 50 
渗透系数/(m·s-1) 10-8 10-8 
初始静水压力/kPa 50 10 

注：在描述重塑土时，结构性状态变量 R*恒为 1.0。 

图 4 有效应力路径图 

Fig. 4 Effective stress paths 

4.2  结构性土三轴压缩试验模拟 

为评价土结构性对力学行为的影响，对初始结构

性不同土样进行不排水三轴压缩试验模拟，试样初始

状态如表 2 所示。 
表 2 土样初始物理条件 

Table 2 Initial physical conditions of soils 

试样 围压
/kPa 

前期固结 
压力/kPa 

R R* 初始 
孔隙比 

1 50 50 1.0 1.0 1.50 
2 50 50 1.0 0.8 1.50 
3 50 50 1.0 0.6 1.50 
4 50 50 1.0 0.4 1.50 
5 50 50 1.0 0.2 1.50 

图 5 为不同初始结构状态正常固结土样三轴不排

水压缩过程中的有效应力路径及超孔隙水压变化图。

从图中可看出，土样在三轴不排水压缩过程中，有效

应力状态、超孔隙水压力受结构性的影响明显。初始

结构性不同的土有效应力路径有差别，结构性越强的

土有效应力路径曲线越接近破坏线；在向破坏点接近

过程中，有效应力路径逐渐趋同；在破坏时，有效应

力路径汇交于破坏点。这说明，结构性能够改变土在

渐进破坏过程中的应力路径，但不改变破坏时的应力

状态。这是因为，结构性的存在使得土在未破坏阶段

能够承受较高的应力水平[31]；随着应力水平逐渐增

高，土的结构性逐渐被破坏，结构性土逐渐表现出与

重塑土相似的性质[32]；在破坏时，土的构性被完全破

坏，结构性土表现出与重塑土基本相同的性质[33]。 

 

图 5 不排水压缩应力路径和超孔隙水压变化图 

Fig. 5 Stress paths and excess pore pressures of undrained  

.compression tests 

从图 5 还可以看出。在破坏前，结构性土的超孔

隙水压力小于重塑土的超孔隙水压力，且结构性越强

的土超孔隙水压力越小。这是因为结构性的存在使得

结构性土具有更强的维持孔隙结构的能力，给孔隙水

的自由流动提供空间条件，孔隙水压力能够较快消散，

从而使超孔隙水压力表现出上述现象。该现象体现了

在相同应力水平条件下结构性土具有维持较大孔隙率

的能力，该现象与张诚厚[34]的试验结果相一致。 
图 6 为不同初始结构状态的正常固结土样三轴不
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排水压缩过程中偏应力–轴向应变关系图。由图 6 看

出，初始结构性越强的土，应力应变关系越趋向应变

软化，破坏时处于更高的应力水平；在破坏后，结构

性土的残余强度与重塑土破坏时的强度相同。以上模

拟结果表明结构性土在结构性未被破坏前有着比重塑

土更高的强度，随着加载的进行，结构性逐渐被破坏，

结构性土表现出与重塑土相同的力学性质，与实际试

验中的结果[35]一致。从图 6 也可以看出，初始结构性

越强的土偏应力–轴向应变关系曲线越陡，这表示要

达到相同的变形，结构性越强的土所需施加的外荷载

越大，表现了结构性对土抵抗变形能力的贡献。 

图 6 不排水压缩偏应力–轴向应变关系 

Fig. 6 Deviatoric stress-axial strain relation of undrained  

compression tests 

5  模型应用 
应用本文模型，对文献[36]中 Boom 黏土原状样

在常规三轴不排水压缩应力路径下的固结过程进行模

拟。在围压为 4.7 MPa 的加载条件下的模拟结果与试

验结果对比如图 7 所示。试样初始物理力学参数为

e0=0.67， =0.078，k=0.0108， =18，pc=6.0 MPa。 
如图 7 所示，本文模型较准确地描述了 Boom clay

原状岩样应力–应变的非线性、应变软化特性以及峰

值强度和残余强度等特性。 

图 7 Boom Clay试验与模拟应力–应变关系比较图 

Fig. 7 Comparison between test and simulated deviatoric  

stress-axial strain relations of Boom clay  

此外，应用本文模型对 Nakai 等[37]的 Fujinomori
黏土进行三轴压缩和三轴伸长模拟。模拟结果与试验

结果对比如图 8 所示。试样初始物理力学参数为

e0=0.83， =0.093，k=0.0205， =0.2，Rcs=3.5，参数

具体意义见文献[37]。 
从图 8 可看出，在总体上，本文模型与 Nakai 等[37]

模型均能合理地描述 Fujinomori 黏土的应力与变形关

系、强度特征、超固结性的影响以及主应力旋转效应

的影响。在模拟正常固结土时，在土样破坏的临界状

态，本文模型的模拟结果比 Nakai 等的结果[37]更接近

试验结果，这说明本文模型在反应土的强度特征方面

比 Nakai 等的模型[37]好。在模拟超固结土的力学行为

时，本文模型的模拟结果明显更接近试验数据，这说

明本文模型在对 Asaoka 模型[7-8]做出基于修正剑桥模

型、考虑塑性体应变与塑性剪应变对超固结性（结构

性）的综合影响的改进之后，能够比 Nakai 等的模型[37]

更准确地刻画超固结土的力学特征。 

 

图 8 Fujinomori Clay试验结果与模拟结果对比图 

Fig. 8 Comparison between test and simulated results of  

Fujinomori clay 

6  结    论 
应用三维应力空间下改进状态变量的上下负荷面

模型对超固结土、结构性土进行三轴压缩过程的数值

模拟，并与修正剑桥模型、Sheng 的模型[28]的模拟结

果进行对比；并应用该模型模拟原状 Boom 黏土、超
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固结 Fujinomori 黏土在不同加载条件下的力学行为，

并与试验数据及 Nakai 等模型[37]的模拟结果进行对

比，可得以下 4 点结论。 
（1）本文模型相对修正剑桥模型能更准确地描述

正常固结土连续平滑的应力路径等力学特征。 
（2）本文模型模拟的应力路径、超孔隙水压力变

化、应力–应变关系等符合超固结土、结构性土的力

学特性的一般规律。 
（3）本文模型能够准确描述原状 Boom 黏土、超

固结 Fujinomori 黏土在复杂应力条件下的力学行为。 
（4）本文模型能准确描述应力应变关系的非线

性、应变软化、峰值强度及残余强度等力学特性的影

响。 
Abaqus 是在土木工程中广泛应用的大型商业化

有限元软件，本文模型在 Abaqus 中的实现，不仅具

备一定的理论价值，同时还可以进一步应用于结构与

土相互作用的计算，为今后工程设计提供一定的参照。 
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