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边坡临界滑面搜索的改进粒子群优化算法 
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摘  要：边坡临界滑面的确定对边坡稳定分析和加固设计极为重要，采用基于变异和二次序列规划的改进粒子群优化

算法（VSPSO）进行临界滑面搜索。VSPSO 算法中通过变异操作增强粒子群跳出局部最优解的能力，并用二次序列规

划（SQP）加速局部搜索，大大提高了粒子群获得全局最优的能力。通过对有解析解的边坡算例进行分析，验证了该算

法的准确性及优越性；对澳大利亚计算机应用协会（ACADS）提供的均质边坡、多层土边坡以及含软弱层边坡进行分

析，结果表明改进的 VSPSO 算法搜索所得滑面比传统 PSO 算法更逼近推荐答案，具有更好的鲁棒性，而且随着边坡

复杂程度的增加，更能体现改进 VSPSO 算法的优越性，具有广阔的应用前景。 
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Abstract: The location of the critical slip surface is a very important issue in slope stability analysis and reinforcement design. 

In this study, an improved particle swarm optimization (VSPSO) algorithm is proposed to search for the critical slip surface 

based on particle variation (PV) and sequential quadratic programming (SQP). PV enhances the ability of PSO in jumping out 

of the local optimum, and SQP accelerates local search. The combination of PV and SQP greatly promotes the capacity of the 

original PSO in looking for the global optimum. An example with analytical solution is analyzed by the VSPSO, and the results 

demonstrate the accuracy and efficiency of the proposed model. Three typical examples from ACADS are then given, which are 

respectively homogeneous slope, multilayer soil slope and slope with weak layer. It is shown that results from the VSPSO are 

more approximate to the recommended values than those from the PSO. Furthermore, the VSPSO has a quite well robustness 

for the slopes with very complicated geometries and material properties. 
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0  引    言 
边坡稳定问题是岩土力学研究的经典课题。20 世

纪 80 年代之后，许多学者致力于临界滑面搜索技术的

研究，提出了各种不同的圆弧或非圆弧临界滑动面搜

索方法。孙君实[1]提出使用复形法搜索圆弧和非圆弧

的最小安全系数方法，陈祖煜等[2]采用单形法和牛顿

法进行任意滑动面的搜索，王成华等[3]对各种临界滑

面搜索方法及其原理、优缺点做了研究，并对这方面

的发展做了综合性评述。 
粒子群优化算法（PSO）简单、容易实现，在解

决一些大量非线性、不可微、多峰值的高度复杂函数

优化问题时，均取得了较好的优结果[4-5]。张慧等[6]、

李亮等[7]将其应用到边坡工程最小安全系数求解中取

得一定成果。但是该算法仍然存在搜索空间有限、容

易陷入局部最优值的缺陷[8-9]。针对这种情况，本文提

出了基于变异（variance）和二次序列规划（sequential 
quadratic programming，SQP）改进粒子群优化算法。

将粒子群划分为若干子粒子群，子粒子群独立演化同

时又共享信息，变异操作增强了粒子群优化算法跳出

局部最优解的能力，并用二次序列规划加速局部搜索，
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大大提高了粒子群获得全局最优的能力。将基于变异

和二次序列规划的粒子群优化算法（VSPSO）应用

于边坡临界滑动面搜索中，分别对无黏性土边坡、均

质边坡、多层土复杂边坡以及含软弱层边坡等算例进

行了分析，计算结果显示了该算法的有效性和鲁棒

性。 

1  PSO 算法理论 
1.1  传统 PSO 算法 

PSO 算法基本概念源于对鸟群捕食行为的研究，

该算法首先随机初始化一群粒子，然后通过更新粒子

的位置来寻找最优解。在每一次迭代中，粒子通过跟

踪两个“极值”来更新自己，第一个极值是粒子本身

在历次迭代过程中找到的最优解，即个体极值——自

身的“经验”；另一个极值是整个种群目前找到的最优

解，即全局极值——同伴的“经验”[4]。按照下式更

新速度和位置： 
1

d d 1 1 d d 2 2 d d( ) ( )k k k k k k
i i i i g iv wv c r p x c r p x       ， (1) 

1 1
d d d
k k k
i i ix x v     。               (2) 

式中，w 为惯性权重；c1，c2为加速因子，其中 c1为

自身学习因子，表示粒子本身的经验，c2 为社会学习

因子，表示粒子间的信息共享；r1，r2为在[0，1]范围

内均匀分布的随机数。 
在式（1）中参数的设置直接关系到算法的搜索能

力。Shi 和 Eberhart 在文献[10，11]中指出，较大的 w
有较好的全局收敛能力，而较小的 w则有较强的局部

搜索能力。有学者提出惯性权重 w按迭代次数线性递

减[11]（0.9→0.4）和线性递增[12]（0.4→0.9 ），以及按

迭代次数先增后减[13]（0.4→0.9→0.4）。本文按照文献

[13]的方法设置 w。 
对于 1c 和 2c 的取值，Kennedy[14]进行了较深入的

研究，提出合适的 c1，c2取值可以加快收敛速度且不

易陷入局部最优。若 c1相对于 c2较大，则粒子更倾向

搜索自身最优点，但收敛比较慢；反之，c2相对于 c1

较大，粒子更倾向于群体搜索到的最优点，没有充分

利用粒子自身的“经验”，从而容易导致粒子群过早陷

入局部最优，发生早熟现象[15]。本文加速因子采用线

性变化[16]，即 c1i =c2f =2.5，c1f =c2i =0.5，下标 i 和 f
分别表示加速因子的最初值和最终值。 
1.2  改进的 VSPSO 算法 

针对传统的 PSO 算法搜索空间有限、容易陷入局

部最优问题，本文主要做出以下改进：引入变异算子

和二次序列规划（SQP）。 
根据文献[17]，把整个粒子群分为若干子粒子群，

如图 1。子粒子群的引入使得粒子群在寻优过程中各

子粒子群独立演化，保持了粒子群的多样性；在一定

周期后，把整个粒子群全局最优值引入到各子粒子群

中，从而使各子粒子群能共享信息，并进行变异操作

和二次序列规划。 
（1）变异操作 
对于传统的 PSO 算法容易陷入局部最优的问题，

受遗传算法（genetic algorithm-GA）中变异算子的启

示，引入变异操作，通过在粒子中增加随机扰动[18]

的方法使得粒子跳出局部最优，通过试验本文取扰动

因子为 0.8，则 
*

gk g (1 0.8* )p p r     ，       (3) 

式中，pg 表示粒子当前最优位置，pgk 为 pg 的第 k 维
取值，r为服从标准正态分布 Gauss(0，1)的随机变量，

变异操作示意图见图 1。 

 

图 1 子粒子群及变异粒子示意图 

Fig. 1 Particle sub-swarms and variant particle 

（2）二次序列规划 
传统的 PSO 算法在迭代初期收敛速度很快，但是

到趋近最优值时局部搜索就比较慢，二次序列规划[19-21]

对于非线性优化问题可以在很短时间内收敛到最优

值，具有很强的局部搜索能力。因此针对该情况，本

文在传统的 PSO 算法搜索的最优位置基础上，以该最

优值作为 SQP 的迭代初始值进行寻优。本文是在

Matlab7.8 环境下编程计算的，在 Matlab 工具箱中提

供了很好的二次序列规划函数 fmincon，从而可以很

有效的进行编程。改进算法以 PSO 算法作为全局搜索

工具，变异和二次序列规划主要进行局部搜索，几个

模块有机联合使用从而搜索全局最优值。VSPSO 算法

流程图如图 2 所示，计算步骤如下： 
a）Step1：初始化。 
Step1.1：选定粒子群规模，并划分为M个子粒子

群，每个子粒子群 N个粒子，粒子的维数 D，设定最

大迭代次数 T，及变异概率 V。Step1.2：在搜索空间

内 随 机 初 始 化 各 粒 子 的 位 置
1 1 1

1 2( , ,mn mn mnx x x  
1

3 , ,mnx  1 )mnDx ，初始化速度
1 1 1 1

1 2 3( , , , ,mn mn mn mnv v v v   
1 )mnDv ，其中 m=1，2，3，，M，n=1，2，3，，



第 8 期                     杨善统，等. 边坡临界滑面搜索的改进粒子群优化算法 

 

1413

N。Step1.3：初始化 pmn，pmg和 pg。将各个粒子当前

位置 1
mnx 设为粒子个体最佳位置 pmn，并且对应的适应

度值 Ymn=f(pmn)，令 pmg=pm1，pg=p11,。 
b）Step2：若 t T ，结束。否则，按式（1）、（2）

更新各粒子的位置
1t

mnx

和速度

1t
mnv

。 

c）Step3：更新 pmn，pmg和 pg：若 1( )t
mnf x  优于 Ymn，

则 1t
mn mnp x  ， 1( )t

mn mnY f x  ；若 1( )t
mnf x  优于 f(pmg)，则

1t
mnmgp x  ；若 f(pmg)优于 f(pg)，则 pg=pmg。 

    d）Step4：判断是否满足 SQP 执行条件，若有 
s

g g s( ) ( )t ktf p f p  ≤ ，则以 g
tp 为初始点，执行 SQP

并更新 gp 。否则，执行 Step5。 

 

图 2 VSPSO 算法流程图 

Fig. 2 Flow chart of VSPSO algorithm 

e）Step5：判断是否满足变异执行条件，若有
v

v( ) ( )t kt
g gf p f p  ≤ ，则选择较好的 MNv 个粒子进行

变异操作，并更新 pmn，pmg和 pg。否则，执行 Step6。 
f）Step6：若 t 为 T/5 的整数倍，令 pmg=pg。否则，

执行 Step7。 
g）Step7：判断是否满足收敛条件，是，结束。

否则， 1t t  ，返回 Step2。 

 

2  基于粒子群优化算法的边坡临界滑

面搜索 
使用粒子群搜索滑动面，一个粒子对应一个滑动

面，一个粒子有 n个点 ( , )i ix y ，则滑动面即 n个点的

连线 [22-23]。因此，搜索滑动面过程即搜索相应

[ 1 1 2 2( , ), ( , ), ( , )n nx y x y x y…, ]个点形成的(n-1)个样条，

使得到的安全系数 sF 最小的过程。滑动面示意图见图

3。 

图 3 滑动面示意图 

Fig. 3 Slip surface of slope 

在优化算法搜索中，粒子维度越高，搜索越困难，

为提高搜索效率，使样条宽度相等，则一个粒子可表

示为 1 2 3 1( , , , , , )n nx y y y x… ，所以粒子维度就由原来的

[ 1 1 2 2( , ), ( , ), , ( , )n nx y x y x y… ] 2n个自由度就减少为 n
个。 

在粒子 1 2 3 1( , , , )n nx y y y x… 中，有 
1=( ) /( 1)nb x x n    ，          (4) 

surface( ) ( 1 )i iy x i n  ，  ，   (5) 

1 ( 1) ( 2,3, , 1)ix x i b i n      ， (6) 
式中，b为样条宽度，surface( )x 为坡表面函数。为提

高搜索效率，作以下约束： 
（1）滑动面左右端点在边坡表面上，即式（5）。 
（2）中间各点在坡表面以下，即 

surface( ) ( 2,3, , 1)i iy x i n ≤  。 (7) 
（3）相邻两连接点与横坐标的夹角 i 应控制在

一定范围内，本文取文献[24]建议值： 

1 2 145 80i n       ≤ ≤ ≤ ≤ ≤ ≤ 。(8) 

对于粒子 1 2 3 1( , , , )n nx y y y x… ，设置相应的连接点

取值范围。 1x 和 nx 根据边坡实际状况选取一定的范

围，而 2 3 1, , , ny y y … 在满足式（5）情况下可根据前一

点的纵坐标确定范围为 
min(i) ( 1) tan(45 )y i b      ，      (9) 

    max(i) ( 1) tan(80 )y i b      。   (10) 

在维度较高时，为尽量提高搜索速率，在搜索得

到具有一定保证率的滑动面的情况下，搜索过程中宜
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表 1 基准测试函数 

Table 1 Benchmark test functions 

编号 测试函数 表达式 ix 取值范围 目标值 

① Rastrigrin 2
1

( ) [ 10cos(2π ) 10]D
i ii

f x x x


    [-5.12, 5.12] 0 

② Ackley 2
1 1

( ) 20exp( 0.2 1/ 30 ) exp(1/ 30 2π ) 20D D
i ii i

f x x x e
 

        [-30, 30] 0 

③ Griewank 
1 2

11
( ) 1/ 4000 cos 1D D i

i ii

x
f x x

i




     
  [-600, 600] 0 

④ Rosenbrock 
21 2 2

11
( ) [100( ) ( 1) ]D

i i ii
f x x x x


     [-30, 30] 0 

⑤ 
Schwefel's 

Problem1.2 
2

1 1
( ) ( )D i

ji j
f x x

 
   [-100, 100] 0 

表 2 测试函数优化结果 

Table 2 Results of test functions using different optimization methods 

PSO VSPSO 
粒子群规模 维数 

① ② ③ ④ ⑤ ① ② ③ ④ ⑤ 

10 5.67 7.829 2.836 42.65 28.68 0 4.29×10-12 0 1.47×10-7 1.43×10-9 

20 27.26 10.46 1.085 1972 1697 0 2.22×10-10 2.92×10-16 1.63×10-7 2.76×10-7 20 

30 50.25 11.65 3.94 23072 7543 0 1.43×10-9 4.98×10-15 2.82×10-7 3.38×10-7 

10 3.482 5.089 1.06 3.352 2.719 0 1.89×10-12 6.14×10-16 1.24×10-7 5.84×10-11 

20 20.52 7.297 0.5 62.49 1018 0 2.05×10-10 1.73×10-16 2.89×10-7 3.15×10-7 40 

30 44.14 7.735 0.593 133.6 4666 0 8.37×10-10 5.63×10-15 1.75×10-7 3.95×10-7 

10 1.99 3.123 0.262 3.845 0.254 0 1.41×10-12 0 1.31×10-7 2.9×10-11 

20 14.23 7.087 0.279 23.31 689.4 0 1.57×10-10 6.4×10-16 5.31×10-7 1.48×10-7 80 

30 35.02 6.832 0.382 62.14 3826 2.96×10-16 1.04×10-9 2.03×10-14 1.42×10-7 3.53×10-7 

注：表中序号①②③④⑤与表 1 相对应。 

采用简化方法计算安全系数，如简化 Janbu 法，简化 
Bishop 法等，当搜索达到一定次数后，再采用较严格

方法，如 Spencer 法等。 
由于滑动面是由折线段组成的，因此折线段连接

点越多就越接近于真实滑动面，但是过多的连接点意

味着过多的维度，从而使搜索难度增大。因此采用连

接点随迭代次数增加的方法，即开始时采用较少连接

点，有利于快速收敛，随着迭代的进行引入相邻连接

点的中点从而增加连接点数[25-26]。 

3  数值仿真 
3.1  函数测试 

为体现 VSPSO 算法的性能，本文选取了 5 个基

准测试函数进行测试[11，27]，各测试函数全局最优值都

为 0，见表 1。 
粒子群参数取值如下，惯性权重采用先增后减策

略（0.4→0.9→0.4）；加速因子采用线性变化，即 c1i =c2f 

=2.5，c1f =c2i =0.5，下标 i和 f分别表示加速因子的最

初值和最终值；迭代次数 T=1000；粒子群规模分别为

20，40，80；对于 VSPSO 算法，相应子粒子群个数

M=4，各子粒子群粒子数 N=5，10，20；维数 D=10，
20，30；变异概率 V=0.6，变异执行条件 kv=20，

v =0.001；SQP 执行条件 ks=20， s =0.001。 
每次试验独立运行 50 次，取平均值，如表 2 所示。

取粒子群数为 40，维数 D=20 时的平均适应度值作优

化过程曲线，如图 4 所示。 
从计算结果看出，本文提出的 VSPSO 算法精度

高、收敛速度快以及较强的全局寻优能力。比如对于

Rosenbrock 测试函数，粒子群规模为 40，维数为 20
时，传统 PSO 算法搜索得到最优值为 62.49，而改进

的 VSPSO 算法搜索的最优值为 2.89×10-7，见表 2；
改进的 VSPSO 算法在迭代次数为 200 次左右便得到

最优值，而传统 PSO 算法将近达到 800 次左右，见图

4。改进的 VSPSO 算法较好的克服了传统粒子群优化

算法在分析高维度、非线性、多峰值复杂问题中容易

陷入局部极小的缺点，因此该算法是可行的。 
3.2  边坡临界滑面搜索 

为了验证算法的有效性及其在边坡工程中的应
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用，运用提出的算法搜索边坡最危险滑裂面。 

图 4 各测试函数优化过程曲线 

Fig. 4 Evolution curves of test functions using different  

optimization methods 

粒子群参数取值如下，每次试验独立运行 50 次；

惯性权重 w为（0.4→0.9→0.4）；加速因子 c1i =c2f =2.5，
c1f =c2i =0.5；子粒子群个数 M=4，N=10，即有 40 个

初始滑动面；迭代次数 T=100；变异概率 V=0.6，变

异执行条件 kv=10， v =0.001；SQP 执行条件 ks=10，

s =0.001。初始连接点数为 4，随着迭代的进行，在

t=T/2,3T/4 处在相邻连接点中增加连接点，即随着迭

代增加连接点数为 7，13。在适应度函数中计算最小

安全系数，为提高计算精度，把样条数在原来连接点

的基础上翻两倍，即随着迭代增加，样条数为 12，24，
48。由于本文是基于非圆弧滑动面的搜索，在 t/T=0.5
之前采用简化 Janbu 法，之后采用 Spencer 法。 

（1）无黏性土边坡 
图 5 给出了一无黏性土边坡算例，其安全系数具

有解析解[28]， 
f cos tan tan tan 30 1

sin tan tan 30
T GK
T G

  
 

     。 (11) 

图 5 无黏性土边坡算例 

Fig. 5 Example of cohesionless soil slope 

为分析收敛性能，取 50 次适应度平均值作迭代过

程曲线，如图 6。程序算法计算结果表明，由传统 PSO
算法和改进 VSPSO 算法得最小安全系数均为 1，标准

差为 3.86×10-16和 2.89×10-16，说明两种算法对于比

较简单的边坡均能得到正确的计算结果。但改进后的

VSPSO 算法迭代到 10 次左右便收敛到最优值，而传

统 PSO 算法迭代到 75 次左右才收敛到最优值，说明

改进后算法收敛速度明显优于传统算法。 

图 6 无黏性土边坡迭代过程曲线 

Fig. 6 Iteration times of cohesionless soil slope 

（2）ACADS 考题 
本文对澳大利亚计算机应用协会（ACADS）研究

考题进行了分析。并以推荐的裁判答案作为标准，计

算两种算法平均值的相对误差，计算结果见表 3，搜

索得到的临界滑面见图 7～9。 
a）算例 a 均质边坡，边坡及材料参数如图 7 所

示，推荐的裁判答案为 1.00。 
b）算例 b 多层土边坡，边坡及材料参数如图 8

所示，推荐的裁判答案为 1.39。 
c）算例 c 含软弱层边坡，边坡及材料参数如图 9

所示，地下水位假定位于软弱夹层底部，地下水位以

上孔压为零，推荐的裁判答案为 1.26。 

图 7 算例 a 均质边坡 

Fig. 7 Example of homogeneous slope 

对比表 3 结果可得如下结论： 
a）相比传统的 PSO 算法，由本文提出改进 VSPSO

算法搜索所得安全系数平均值更接近裁判参考答案，

说明改进 VSPSO 算法具有更强的全局搜索能力。 
b）由改进 VSPSO 算法所得结果标准差较小，说

明该算法具有更好的鲁棒性。 
c）传统 PSO 算法在均质边坡，多层土边坡和含

软弱层边坡中的相对误差分别为 3.83%，8.85%和
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表 3 ACADS 算例安全系数值 

Table 2 Factors of safety for examples of ACADS 
a 均质边坡 b 多层土边坡 c 含软弱层边坡 ACADS 算例 

PSO VSPSO PSO VSPSO PSO VSPSO 
平均值 1.036 0.995 1.513 1.407 1.697 1.263 
最小值 1.006 0.973 1.447 1.374 1.506 1.259 
最大值 1.104 1.036 1.671 1.473 1.999 1.363 
标准差 0.025 0.014 0.056 0.023 0.185 0.014 
相对误差 3.62% 0.50% 8.85% 1.22% 34.68% 0.24% 

34.68%，同时反应鲁棒性的标准差分别为 0.025，0.056
和 0.185，而改进 VSPSO 算法的相对误差均小于 3%，

标准差也均小于 0.03，表明随着边坡复杂程度的增加，

传统 PSO 算法的全局搜索能力越来越差，而改进

VSPSO算法能保持较好的搜索能力，可见改进VSPSO
算法在较复杂边坡中更能突显其优越性。 

图 8 算例 b 多层土边坡 

Fig. 8 Example of multilayer soil slope 

 

图 9 算例 c 含软弱层边坡 

Fig. 9 Example of slope with a weak layer 

4  结    论 
（1）本文提出了基于变异和二次序列规划的改进

VSPSO 算法，通过对五个测试函数仿真，其结果表明

该方法在分析高维度、非线性、多峰值复杂问题时相

比传统 PSO 算法具有收敛速度快、精度高以及较强的

全局寻优能力等优点。 
（2）将改进的 VSPSO 算法应用于边坡临界滑动

面搜索，在无黏性土边坡算例中，从解析解方面验证

了该算法的有效性，且相对于传统 PSO 算法具有更高

的计算效率。应用于均质边坡、多层土复杂边坡以及

含软弱层边坡等算例中，改进VSPSO算法较传统 PSO
算法均取得了较好结果，所得临界滑面的安全系数与

推荐答案一致，并具有更好的鲁棒性，尤其在较复杂

边坡中更能体现出改进 VSPSO 算法的优越性。 
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