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摘  要：在流变岩体中进行隧道施工时，既有隧道与新建隧道的相互作用将使围岩应力、位移分布与单隧道问题有明

显不同，且与时间相关。针对黏弹性岩体中深埋双圆形隧洞考虑施工顺序问题，用复变函数方法、Laplace 变换、黏弹

性叠加关系导出两隧道周边开挖增量位移和应力场的求解方法和理论解答，并与有限元解进行了比对。根据解答分析

了既有和新建隧道孔边增量位移与全应力分布特点；隧道周边增量位移随时间的变化；周边位移随隧道间距的变化规

律。可用于黏弹性岩体中双圆形隧道顺序开挖的施工分析。相比数值方法，理论解可更方便地进行参数分析和初步设

计。 
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Abstract: Owing to the interaction between the existing and new excavation tunnels in rheological rock, the distributions of 

stresses and displacements around twin tunnels are time-dependent and significantly different from thoes of single tunnel. For 

deeply buried twin circular tunnels sequentially excavated in viscoelastic rock, the complex variable function method, Laplace 

transform and superposition principle for viscoelastic cases are used in the derivation of excavation-induced displacements and 

stresses around tunnels. The solution is validated by FEM method through an example. Good agreement is demonstrated 

between the analytical and numerical solutions. Based on the analytical solutions, the analysis of induced displacements and 

total stresses distribution around the existing and new excavation tunnels, the variation of induced displacements versus time 

and the distance between tunnels are carried out. The solutions presented herein, which can be applied more conveniently in 

preliminary design and parametric investigation than numerical method, can be used to analyze the sequential excavation of 

twin tunnels in viscoelastic rock mass. 
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0  引    言 
公路铁路交通、采矿和地铁工程中常遇到流变岩

体中双线近距离隧道施工。流变时效和隧道间相互作

用使洞周的应力、位移分布与单孔隧道有明显不同，

且与时间相关。当隧道中的一条已经施工完毕，在其

邻近开挖新隧道时，新建隧道施工对岩体的扰动引起

围岩应力重分布，对既有隧道将造成不利影响。另外，

既有隧道的存在也将影响新挖隧道周边的应力与位移

场。 
双隧道顺序施工耦合岩体流变特性，使新建隧道
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与既有隧道的相互影响更加复杂。因此，预测并控制

施工位移，特别是新建隧道的施工对既有隧道的影响，

保证施工安全，是工程中面临重要问题。 
从力学上分析，新建隧道与既有平行隧道的相互

作用是双孔问题，已有文献中常采用数值方法[1-5]、试

验方法[6]和解析解[7-11]来研究其相互作用。其中文献[5]
采用三维有限差分法分析了新建盾构隧道施工对近接

平行隧道的影响。与数值与试验方法相比，理论解虽

然对模型进行了一定简化，但可以更方便地揭示相关

参数对结构应力、变形的影响，工程中可据此进行初

步设计。 
在双孔问题理论分析方面，最先 Ling[7]将一个双

调和函数代入给定的应力系统，得到尺寸相同双圆孔

弹性应力的封闭解析解。Zhang 等[8]利用 Schwarz 交

替法，给出平面椭圆形状双孔深埋洞室围岩弹性应力

的近似解析解。晏莉等[9]利用类似的方法得到浅埋双

孔平行隧道开挖围岩应力和位移的解析解。苏锋等[10]

利用解析延拓法及 Schwarz 交替法进行无限弹性岩体

中任意形状双隧洞应力和位移分布的求解，并给出双

圆隧洞问题的显式表达。陈福全等[11]利用柯西积分法

结合 Schwarz 交替法求解出弹性半空间内椭圆形溶洞

及圆形隧洞周边任意一点处的应力值和位移解析解的

显式表达式，通过解答可评估受邻近岩洞影响下的隧

道开挖产生的岩层位移与应力。Zhang 等[12]采用半解

析方法分析了新开挖隧道对既有隧道的影响，将既有

隧道简化为弹性梁，用黏性模型模拟岩土的流变性，

用两阶段法得到既有隧道的长期响应。 
以上导出的理论解均针对弹性问题，多数仅对应

力进行分析，且没有计入施工过程。当考虑岩体流变

特性时，因应力、位移与加载历史有关，必须考虑隧

洞施工先后顺序，需要建立相应求解方法并寻找解答。 
本文将采用黏弹性模型模拟围岩的流变特性，运

用复变函数方法、Laplace 变换和黏弹性问题叠加原理

进行圆形断面双线隧道开挖引起的增量位移与应力理

论解的推导，并进行新建隧道与既有隧道相互影响的

分析。 

1  分析模型 
在理论解推导中，为避免在数学上求解的困难，

必须对实际情况进行一定简化，本文假定：①隧道深

埋，其所处水平与垂直地应力接近（均为 0p ），并忽

略重力梯度效应[10-11]；②围岩为均匀、各向同性黏弹

性材料；③未考虑纵向施工过程，即认为掌子面推进 

 
图 1 双隧道开挖分析模型 

Fig. 1 Mechanical models in twin tunnel analysis 
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足够快，其三维影响可以忽略[9-11]；④围岩足够好，

施工中没有施加衬砌，或者衬砌只作为强度储备，结

构上的作用不明显。由于围岩与衬砌的耦合作用非常

复杂，对双圆隧洞弹性问题，尚无真正考虑衬砌、围

压耦合作用及施工过程的理论解答，因此本文仅进行

无衬砌问题的求解；⑤既有（隧道 1）与新建隧道（隧

道 2）均为圆形，半径分别为 1R 和 2R 。假设地应力从

0t  施加，在 1t t  时瞬时开挖隧道 1， 2t t  时瞬时

开挖隧道 2。 
依据以上分析假定，可按平面应变问题进行力学

分析（图 1），分别在隧道 1 和 2 处建立两套直角坐标

系 1 1 1x O y 和 2 2 2x O y ，及相应的极坐标 1 1,r  和 2 2,r  。 

2  黏弹性岩体中平行双孔隧道开挖挠

动应力与位移理论解 
2.1  黏弹性应力与位移的复位势表达[13] 

复变函数理论常用来进行双隧洞弹性问题的求

解[8, 14]。 
由文献[8]中给出的双孔问题应力解答可见，无论

在地应力或孔边力作用下的围岩应力均与弹性参数无

关。若 ( )k 和 ( )k 为第 k 组外载对应的两个复位势，

文献[13]根据 Laplace 变换给出黏弹性问题和弹性问

题通解的关系，并进一步给出当应力与弹性参数无关

情况下应力边值问题的黏弹位移( ( )vk
xu 和 ( )vk

yu )、应力

(  vk
x ，  vk

y ，  vk
xy )与复位势的关系： 
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(2) 

式中  [ ]L (或 [ ] )和 1[ ] L 分别表示对 [ ] 的 Laplace

变换和逆变换； ( ) 表示共轭；
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当仅考虑偏量具有黏弹效应，而球量仍满足弹性关

系时，Boltzmann 模型（图 2）的剪切和体积松弛模

量为[13] 
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   (3) 

其中， HG ， KG 为弹性和黏弹性组分剪切模量， K 为

黏性系数， eK 为体积模量。 

 

图 2 Boltzmann 黏弹性模型 

Fig. 2 Boltzmann viscoelastic physical model 

假设 l 组外载分别在 1 2, , ,b b blt t t t     时刻开始作

用于结构，并在 1 2, , ,m m mlt t t t     时刻移除，则与第 k
组外载对应的复位势 ( ) ( , )k z t  和 ( ) ( , )k z t  可以表示

为 
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代入式（1）得到 t时刻位移的积分形式： 
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当多组外载（l 组）在不同时刻施加时，根据黏

弹性问题叠加原理[15]，t ( blt t ≥ )时刻的总响应为之前

所有荷载分别作用于结构而引发的在 t时刻响应的叠

加，总位移为 
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总应力为 
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2.2  双孔隧道开挖挠动应力与位移求解 

因新建隧道（隧道 2）开挖前为单隧洞问题，本

文不再求解。本节将根据 2.1 节给出的位移和应力求

解式（式（7）、（8））进行新建隧道开挖后(  2 ,t t   )
引起的围岩位移与应力理论解的推导。 

由于黏弹性问题的结构响应不仅与当前受力相

关，还与之前受力和加卸载过程有关，因此需要从地

应力开始施加时分析整个受力时段。 
以双孔结构为研究对象（见图 1（a）），根据作用

时段不同将外载分成 3 组，为以下 3 个问题： 
（ 1 ）地应力作用于双孔结构，作用时段

 0,t  ，对应复位势为 (2)
1 ， (2)

1 。 
（2）隧道 1 开挖前，由于两孔内岩体均未开挖掉，

其内边界作用由地应力产生的非均匀面力，见图 1
（b），作用时段  10,t t  ，对应复位势为 (2 0)

1
 和

(2 0)
1

 。 
（3）隧道 1 开挖后，其边界面力变为零，而此时

由于隧道 2 没有开挖，其边界仍作用有面力（为地应

力作用于单孔平板产生），见图 1（c），作用时段

 1 2,t t t   ，对应复位势为 (2 1)
1

 和 (2 1)
1
 。 

根据式（7），可得在 1 1 1x O y 坐标系下总位移表达

式(  2 ,t t   )： 
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式中， 1 1 1iz x y  。根据弹性叠加原理，情况①、②

弹性问题的叠加即为地应力作用于无孔平面问题(对
应复位势为 (0)

1 ， (0)
1 )。则对应的复位势也满足该关

系： 
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。
       (10) 

同理，地应力作用下单孔弹性问题(对应复位势为
(1)
1 ， (1)

1 )为情况①与③的叠加，复位势之间关系为 

 
(1) (2) (2 1)
1 1 1
(1) (2) (2 1)
1 1 1

 

 

  

  





  


  

，

。
        (11) 

将式（10）、（11）代入式（9），并整理得 
v

1 1 1 0 1 1 1 1 2 2 1( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , )v
x yu z t iu z t L z t L z t L z t          。

 (12) 
式中， 

(0)
1 0 1 1 1 0

1 1( , ) ( ) ( )d
2 2

t
L z t z I t  



       

(0)
(0)1 1

1 1 1 0
1

d ( )
( ) ( )d

d
tzz z H t

z


  
 

  
  

  ， (13) 

1

(1 0)
1 1 1 1 1

1 1( , ) ( ) ( )d
2 2

t

t
L z t z I t  


 

          

1

(1 0)
1 1 (1 0)

1 1 1
1

d ( )
( ) ( )d

d
t

t

z
z z H t

z


  






      
 
 

  ， (14) 

2

(2 1)
2 2 1 1 1

1 1( , ) ( ) ( )d
2 2

t

t
L z t z I t  


 

          

2

(2 1)
1 1 (2 1)

1 1 1
1

d ( )
( ) ( )d

d
t

t

z
z z H t

z


  






      
 
 

 。(15) 

式（13）～（15）中， (0)
1 和 (0)

1 为[14] 

 
 

 

(0) 0 1
11

(0)
11

 
2

0 

p zz

z





 

 

，

，

            (16) 

 
 

 

(1) 0 1
11

2
(1) 0 1

11
1

 
2

 

p zz

p Rz
z





 

 


，

。

          (17) 

(1 0)
1
 ， (1 0)

1  为图 1（b）中应力
(1 0)
x


， (1 0)
y  作用于

单孔问题对应的复位势，由叠加原理得到： 

     

     

(1 0) (0) (1)
1 1 1 1 1 1

2
(1 0) (0) (1) 0 1
1 1 1 1 1 1

1

0 

 

z z z

p Rz z z
z

  

  





  



   


，

。
 (18) 

(2 1)
1

 ， (2 1)
1  可由式（11）得到，其中双孔问题对应

的复位势表达 (2)
1 ， (2)

1 见附录。 
隧道 2 开挖后，更关心由于隧道 2 的开挖引起的

增量位移，表达式为 
v v

2 1 2 1

v v v v
1 1 2 1 1 2

( , ) ( , )

( , ) ( , ) ( , ) ( , )
x y

x x y y

u z t i u z t

u z t u z t i u z t u z t

   

            
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2 1 1 2 2 1 2 2 1( , ) ( , ) ( , )L z t L z t L z t         。    (19) 

式中， 2 2L  见式（15）。 



2

2 1 1 1 0 1 1 0 1 2

(0)
1 1 20 0

(0)
(0)1 1

1 1 1 0
1

( , ) ( , ) ( , )
1 1( ) ( )d ( )d
2 2

d ( )
( ) ( )d

d

t t

t

L z t L z t L z t

z I t I t

zz z H t
z

    


  

  

 



   

         
 

   
  

 



 

2

20
( )d

t
H t  


    ，                    (20) 

1

2 2 1 1 1 1 1 1 1 2

(1 0) (1 0)
1 1 1 1

( , ) ( , ) ( , )
1 1   ( ) ( )d ( )
2 2

t

t

L z t L z t L z t

z I t z   

  

 



   

    
 

2

1

'

1

(1 0)
(1 0)1 1

2 1 1 1
1

(1 0)
(1 0)1 1

1 1 1
1

d ( )1( )d ( )
2 d

d ( )1( )d ( )
2 d

t

t

t

t

zI t z z
z

zH t z z
z


  


  

 








 
     

  
 

     
  




 

2

1
2( )d   

t

t
H t  




  。                        (21) 

令 1t t t   ， 2 2 1t t t   ，式（19）及相关的量也可表

示为新时间坐标的函数。 
由于应力表达式中没有材料参数，因此 t 时刻应

力仅与当前受力状态相关，由式（8）可得总应力为 
 


 

 

   

v 2 22
1 1 1 1 1

1v 2
1 1 1

2
1 1

1

2 22
v 1 1 1 1

1 1 2
1 1

( ) d ( ) d ( )Re 2
( ) d d

d ( )              
d

d ( ) d ( )( ) Im  
d d

x

y

xy

z z zz
z z z

z
z

z zz z
z z

  




 

 
  

   


 



  




，

。

(22) 

结合式（11）可得隧道 2 开挖引起的增量应力为 

 

   

   

v 2 1
2 1 1 1

v
2 1 1

2 1 2 12
1 1 1 1

1 2
1 1

2 1 2 12
v 1 1 1 1

2 1 1 2
1 1

( ) d ( )Re 2
( ) d

d ( ) d ( )
d d

d ( ) d ( )( ) Im
d d

x

y

xy

z z
z z

z zz
z z

z zz z
z z

 


 

 




 

 

 
       


  

  
   


    




，

。

(23) 

3  解析解与数值解的比较 
为验证理论解的正确性，本节将利用通用软件

ANSYS 进行相同情况下的计算，并与位移与应力的

理论解答进行对比。设隧洞埋深 800 m 左右，初始地

应力 0 20 MPap  ，围岩模拟为 Boltzmann 黏弹性模

型，根据反分析可以确定某类岩石材料参数为[16]：

HG =1950 MPa， KG =1020 MPa， K =10050 MPa·d，
并假设岩体不可压缩。两隧道断面尺寸： 1 3 mR  ，

2R  6 m。隧道 2 开挖在隧道 1 开挖稳定之后进行。 
由于结构上下对称，数值计算时取结构的一半，计算

范围和有限元网格见图 3。其中点 A B C，， 为比对点。 
图 4 给出位移和应力随时间变化的数值解与解析

解对比，可见两者吻合得非常好。相比数值解，理论

解能方便地更改几何与物理参数，在应用于初步设计

中更为方便。 

4  新建隧道与平行既有隧道相互影响 
本节分析中，地应力、材料参数与第 3 节中相同。

既有隧道已建成很长时间，应力、位移已经稳定，下

面通过算例说明新开挖隧道与既有隧道相互作用的影

响，并进行参数分析。以下分析中，以新建隧道开始

开挖的时刻为零时刻，考察该隧道开挖后( t≥0 )的位

移、应力随时间变化。 

 

图 3 有限元计算模型及网格 

Fig. 3 Model and mesh map in FEM simulation 
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图 4 A, B, C点的竖向应力和位移的解析解与有限元解比较 

Fig. 4 Comparison between analytical solutions and FEM results on stresses and displacements at Point A, B and C along y direction  

       

图 5 既有隧道孔边的开挖增量位移分布 

Fig. 5 Distribution of displacements versus angle around opening of existing tunnel 

       

图 6 新建隧道孔边的开挖增量位移分布 

Fig. 6 Distribution of displacements versus angle around opening of new tunnel 

下面根据解答分析孔边位移与应力分布特点；孔

边位移随两孔距离的变化；孔边位移随时间的变化。

为与工程习惯一致，应力图中压为正，位移图中指向

洞心的位移为正。 

4.1  孔边位移与应力分布 

两隧道半径 1 2 5 mR R  ，针对两组不同间距

( 1d R  2  ， 1 4d R  )和不同时刻（新建隧道开挖时刻

0t  、稳定时刻 100t   d）给出孔边位移、应力随角
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度变化，见图 5～7。图中位移为隧道 2 开挖后产生的

增量位移，应力为全应力。 
图 5 为既有隧道周边位移分布，可见，每一情况

的径向位移均在 0°位置最大，方向背离隧道圆心，

位移绝对值在 0°～100°范围随角度持续减小，在

70左右的位置径向位移最小，几乎为零，后逐步增

大至正值。 1 100  后，径向位移随角度变化平缓。

可见，位移较大的位置在靠近新建隧道一边，约-60°
到 60°范围。环向位移随角度从零先增大后减小，在

50°～60°左右位置达到最大。隧道间距变大，环向

位移最大值位置角度也变大，但最大值位置变化对时

间因素不敏感。瞬时和长期条件下，位移变化规律相

似，但量值不同。 
图 6 为新建隧道周边的位移分布图。同一间距情

况，径、环向位移随角度变化规律相似：径向位移为

指向洞口的较大正位移，随角度先增大后减小，约在

110°左右达到最大；环向位移随角度呈近似正弦函数

规律变化，在 110°左右为零。与径向位移相比，环

向位移量值很小；径向位移随角度变化值相比总径向

位移也不大。这种位移形式，与双向等地应力作用下

单孔的位移分布情况类似。两隧道间距较大时，位移

随角度变化更平缓，更接近单洞的位移分布。即，新

建隧道的增量位移受既有隧道的影响不大。图 7 给出

了既有隧道孔边环向全应力分布图（新建隧道应力分

布与既有隧道应力分布对称）。可见，环向应力均为压

应力，随角度先减小后增大，隧道间距越小时应力波

动越大。与径向位移相似，应力最大值也出现在两隧

道靠近处 0°位置，随着两孔之间的距离增大而减小。

当 1/ 2d R  时，应力集中系数 max 0 2.4p  ，而单孔

问题环向应力为常值，该比值为 2.0；70°～80°位置

环向应力最小，且随着两孔之间的距离增大而增大，

最小值的位置角度随间距增大而减小。图 7 中应力分

布曲线在 1  40°和 1  120°左右相交，其值约

02p (单孔问题的环向应力)。为当隧道距离较近，应该

首先注重双洞靠近位置： 1 [-40°，40°]，其次远

离位置 1  [120°，240°]的应力情况。 
4.2  隧道周边位移随时间的变化 

经计算，隧道周边各点随时间变化规律相似，为

更具一般性，以隧道周边 45°处的位移为例进行计

算。隧道半径 1 2 5 mR R  ，净距取 1 2d R  ，

1 4d R  ， 1 6d R  时两隧道周边 45°处位移随时间

变化见图 8，9。可见，岩体流变导致位移随着时间的

增加而增大，若干天后达到稳定。对既有隧道（图 8），
间距越小，位移随时间的变化越明显，特别在开挖初

期，位移增长非常迅速。对新建隧道（图 9），位移随

时间的变化规律相似，隧道净距变化对径向和环向位

移的影响都很微弱，这与 4.1 节的结论相似。 

 

图 7 既有隧道孔边环向应力分布 

Fig. 7 Distribution of hoop stress versus angle around opening of  

the existing tunnel 

       

图 8 既有隧道孔边位移随时间的变化 

Fig. 8 Variation of induced displacements with time at opening of existing tunnel  
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图 9 新建隧道周边位移随时间的变化 

Fig. 9 Variation of induced displacements with time at opening of new tunnel 

      

图 10 既有隧道孔边位移随距离的变化 

Fig. 10 Variation of induced displacements at opening of existing tunnel with distance between tunnels 

       

图 11 新建隧道孔边位移随距离的变化 

Fig. 11 Induced displacements at the opening of new tunnel versus the distance between tunnels

4.3  隧道周边位移随间距的变化 

本节将研究两隧道半径相同时( 1 2R R )，隧道净

距 d对瞬时和长期位移的影响，仍以隧道周边 45°处

的位移为例进行计算。所有位移除以 ru
 进行无量纲

化， 0 1 / 2ru p R G
 为相应半径单孔隧道在地应力作用

下的稳定时位移， H K H K/( )G G G G G   ；净距除以

1R 进行无量纲化。当隧道半径为 3，4，5，6 m 时，

图 10，11 分别是既有和新建隧道周边 45°处的无量

纲位移随无量纲净距变化图。由图可见，无量纲后，

位移随净距的变化与隧道尺寸无关。对既有隧道（图

10），径向与环向增量位移绝对值均随净距的增大而减

小。净距较小时，净距变化对位移影响较大；随净距
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变大，位移逐渐趋于稳定。根据该图，可以根据实际

需要确定净距尺寸。对新建隧道（图 11），位移变化

规律类似，但随净距的增大，增量位移稳定的更快。

从量值上讲，新建隧道位移随净距变化并不大。 

5  结    语 
本文针对黏弹性流变岩体中既有隧道与新建平

行隧道相互作用问题，给出了顺序施工时深埋圆形断

面双线隧洞应力、位移的求解方法和解答。根据解答

分析了不同情况下既有和新建隧道孔边增量位移与

应力分布；孔边位移随时间和间距的变化规律。分析

显示，新建隧道对既有隧道周边增量位移和应力的影

响较大，而新建隧道的位移受既有隧道影响不大；隧

道瞬时和长期位移随净距和洞周角度的变化形式相

似，但量值不同；增量位移随着时间逐渐增大，最后

趋于稳定；无量纲后，增量位移随净距的变化与隧道

尺寸无关。根据本文解答可以方便、快捷地进行相似

条件下隧道的初步设计。 
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附录：双孔问题复位势表达 

地应力作用下双孔问题复位势  (2)
11 z 和  (2)

11 z 可运用文献[8]的 Schwarz 交替法推导得到：  
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式中， 1 2c d R R   为两圆孔之间的圆心距， nD 和 nD 为用级数逼近面力分布函数时级数的系数。 
当两圆孔半径为 5 m，圆心距为 30 m，级数的系数取 9 项时 5D =5.523， 4D =6.870， 3D =8.539， 2D =10.595，

1D =13.120， 0D =16.695， 1D = 23.265 10 ， 2D = 45.599 10 ， 3D = 51.923 10 。其他情况的系数鉴于篇幅，不

再列出。 
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(2015 年 8 月 31～9 月 1 日  日本北海道) 
 

主办单位：中国土木工程学会土力学及岩土工程分会；日

本地盘工学会。 

会议主题：中日岩土工程新进展。 
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联系人：姚仰平，胡伟（电话：18628195933），韩剑（电

话：18696458497）。 

联系地址：清华大学水利系岩土所土力学及岩土工程分

会，邮编：100084；北京航空航天大学交通学院机场系，邮编： 
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