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内含圆柱域热源的非饱和土介质水热耦合作用的 
SPH 数值模拟 
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*
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摘  要：光滑粒子流体动力学(SPH)作为一种拉格朗日型无网格粒子方法，已经成功地应用于多种类型耦合问题的求解。

基于 SPH 方法探索求解二维求解域内含有圆形局部热源的水热耦合问题，其中揭示了程序前处理阶段已有粒子布置方

案存在的不足。针对所要求解的具体问题，使用一种新的粒子布置方案以弥补数值计算过程中的精度损失，该粒子布

置方案中径向粒子间距严格相等，环向间距大致等于径向粒子间距。通过对水热耦合方程数学特性的分析，表明了 SPH
算法可以用于此类耦合问题的数值模拟。最后，基于 SPH 算法自行编制的程序对一种非饱和土介质内含有局部热源的

水热耦合问题进行数值模拟，对非饱和土介质中热能传输以及水分迁移的规律进行了分析。 
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Numerical simulation of moisture-heat coupling in porous media with      
circular heat source by SPH method 

CHEN Pei-pei, BAI Bing 
 (School of Civil Engineering, Beijing Jiaotong University, Beijing 100044, China) 

Abstract: The smoothed particle hydrodynamics (SPH), as a Lagrange meshless particle method, has been successfully adopted to 
solve various types of coupling problems. Based on the SPH method, a moisture-heat coupling problem in two-dimensional domain 

with a circular localized heat source is solved, the shortcomings of the existing particle arrangement scheme are revealed at the 
preprocessing stage in program. According to the specific problem, a new particle arrangement scheme is proposed to compensate 

for the loss of accuracy in numerical calculation process, where the radial particle spacing exactly equals and the circumferential 
spacing is roughly equal to the radial one. The analysis of mathematical properties of the moisture-heat coupling equation shows 

that the SPH algorithm can be used for the numerical simulation of this type of coupled problem. Finally, the program based on the 
SPH algorithm is worked out to solve the moisture-heat coupling problem of an unsaturated soil with localized heat source, and the 

heat transfer and moisture migration regularity in the unsaturated soil medium are analyzed. 
Key words: SPH algorithm; particle arrangement scheme; moisture-heat coupling; heat transfer; moisture migration  

0  引    言 
非饱和土介质是一种由固、液、汽三相组成的多

孔介质。岩土介质内重力势、温度势、基质势和压力

势等都会引起介质内的热能传输和水分迁移特性的改

变，人类的工程活动和生产生活引起的多孔介质内物

质迁移动力的变化是相互影响的，它们之间的耦合作

用是近年来引起人们关注的热点之一。大量的工程实

践表明，水分迁移会引起路基承载力下降和稳定性降

低，从而引起一系列的工程病害，这些安全隐患的主

要原因之一就是地表非饱和土体中的水热耦合作用引

起的土体中应力场和变形场的改变[1]。事实上研究非

饱和土体中由热能传输及水分迁移规律，在化学工程、

农业科学以及环境岩土工程领域有十分重要意义。比

如，近年来岩土深处核废料处置过程中的放热现象；

在田间自然条件下，日夜温差变化会对土壤水分运动

有影响。因此，开展非饱和多孔介质中的水热耦合作

用研究很有必要。 
光滑粒子流体动力学（SPH）是一种拉格朗日形
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式的无网格粒子法，最初提出是用于解决三维开放空

间的天体物理学问题，现已被广泛地研究和扩展[2-4]。

SPH方法的早期应用主要是集中在流体力学的相关领

域，Brookshaw[5]将 SPH 方法首先应用于热传导问题

后，国内外很多学者对 SPH 方法在热的传导方面应用

研究开展了许多工作；Chen 等[6]针对 SPH 算法的边界

缺陷提出了一种修正方案，得到了 CSPM 法，然后进

行一系列的数值验证；Jeong 等[7]将二阶偏微分热传导

方程转化为两个等效的一阶微分方程组后，采用 SPH
方法进行了求解；Cleary 等[8]将 SPH 方法应用于材料

属性不连续的物质中热量传递问题的求解，并进行了

求解精度的分析；Rook 等[9]采用隐式时间积分方案，

基于 SPH 方法计算了导热问题，将结算结果与传统数

值方法和解析解作了对比；Jiang 等[10]利用 SPH 法对

多相多组分材料中的热能传输和流体流动进行了研

究；最近，Vishwakarma 等[11]采用 SPH 方法研究了非

傅里叶热传导问题，并进行了数值试验。与传统的基

于网格的数值方法不同，SPH 方法求解域中的粒子之

间是没有联系的，可以任意分布以离散求解域形成计

算所需要的框架。因为函数近似过程中没有网格，避

免了网格的存在而导致的一些数值问题，如求解域几

何形状复杂、网格畸变、材料破坏等。 
本研究基于 SPH 算法的独特优势，针对所求解的

具体问题提出一种新的求解域离散方案以弥补数值计

算过程中的精度损失，分析了水热耦合方程的数学特

性，然后采用自行编制的程序对一种非饱和土介质内

有圆形局部热源的水热耦合问题进行数值模拟，给出

热能传输及水分迁移的变化规律。 

1  SPH 方法的基本思想 
对于 SPH 方法，任意函数在某点（即某个粒子）

上值的核近似根据狄拉克函数的性质，可由下式给出

定义[2, 4]： 
( ) ( ) ( )di iA r A r r r V


    ，    (1) 

式中，A(r)是场函数，r 是位置矢量， 是积分区域，

( )ir r  是狄拉克函数，dV 是积分微元，如果场函数

在 内有定义且连续，则积分形式的表达式（1）是

严格成立的。 
用核函数 W(r- ir ，h)代替式（1）中的狄拉克函数，

得到场函数 ( )A r 在 ir 处的积分形式的核近似表达式[2, 4]： 
( ) ( ) ( , )di iA r A r W r r h V


    ，    (2) 

式中，常参数 h 是核函数的光滑长度，它确定了核函

数的影响区域，系数 k 乘以光滑长度后的 kh 是核函数

的支持域，它确定了核函数的作用范围，在作用范围

以内核函数的值大于零，在作用范围外核函数的值始

终为零，可视核函数的作用范围为其定义域。W(r- ir ，

h)表示定义在点 ir 的核函数在 r 处的值，它是 r 到 ir 距
离的函数，是空间坐标 x，y，z 的多元函数。若 r 到 ir
的距离小于 kh，即 r 在核函数的作用范围内，核函数

的值大于零。因为核函数没有狄拉克函数的挑选性，

因此式（2）只能是近似式。 
SPH 算法里函数的离散形式（即级数求和）粒子

近似定义为对相关粒子 i 积分区域内所有粒子的加权

求和，即[2, 12] 

1

( ) ( ) ( , )
n

j
i j i j

j j

m
A r A r W r r h



    ，   (3) 

式中，A( jr )是第 j 点对应函数值，mi为第 i 粒子点质

量， i 为密度，用质量和密度比 mi/ i 表示第 j 点对应

体积，W( ir  jr ，h) mj/ j 是第 j 点对应的权重。有时

为书写方便，有如下记号 Wij =W(rij)= W( ir  jr ，h)。 
SPH 算法的粒子近似可以用图 1 示意，其中虚线

表示的圆是核函数的作用范围（即支持域）边界。 

 
图 1 粒子近似示意图 

Fig. 1 Schematic diagram of particle approximation 

若要得到场函数 A(r)关于 x 偏导数在点 ir 的值，只

需将式（3）中核函数对 x 求偏导数，在加权求和即可[2]： 

1

( , )n
ij ji

j
j i j

W r h mA A
x x 




    ，   (4) 

式中，Ai表示 A( ir )，核函数的偏导数表示 W( r  jr ，

h)对 xi的偏导数，即有 W( ijr ，h)=W( ir  jr ，h)。 
若要得到场函数 A(r)关于 x 二阶偏导数在点 ir 处

的值，将式（3）中核函数对 xi 两次求导后在加权求

和即可，可得到[2] 
22

2 2
1

( , )n
ij ji

j
j i j

W r h mA A
x x 




    。  (5) 

式（5）形式的二阶导数的 SPH 粒子近似在实际

应用中会出现一些问题，首先是它对粒子无序性非常

敏感，当相关粒子 i 周围的粒子分布杂乱无章，不均

匀时，式（5）的精度非常低；其次，对于热传递这类

问题，因为核函数二阶导数的性质，会得到粒子 j 是
否会向 i 传递热量仅依赖于两粒子之间距离，这是违

反物理规律的。因此，对二阶导数的 SPH 粒子近似形

式更多的采用下式[4]： 
2

2 2
1

2 ( , )n
j ij iji

ij
j j ij i

m x W r hA A
x r x




    ，  (6) 
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式中， ij i jx x x  ， ij i jA A A  ， ij i jr r r  。 

2  SPH 粒子布置方案 
作为一种完全的无网格法，在计算之前用一组任

意分布的粒子系统表示求解域，粒子的分布不受求解

域几何形状的限制，粒子之间也是没有网格连接而相

互独立存在的，通常这一步在数值计算中被称为区域

离散化，也即是前处理阶段，在用有限元求解时用网

格划分求解域，去掉网格只保留网格节点，这些网格

节点没有网格连接而组成的节点系统表示的求解域在

本质上和 SPH 算法中的粒子系统是一样的。虽然原则

上讲 SPH 方法的拉格朗日性质允许其粒子可以任意

分布，但考虑到粒子需要承载初始物理量以及离散计

算域形成数值计算框架，布置粒子应该遵循一定的规

则，这是保证 SPH 算法的计算精度和稳定性的基本要

求，因此对于所要求解的问题求解域的离散至关重要。 
到目前为止没有一个统一的粒子布置方案可以

适用于所有问题，总的原则是粒子分布应该是均匀的。

常见的粒子布置方案如图 2（a）和图 3（a）所示。 

 

 
图 2 粒子矩形布置及离散圆形域方案 

Fig. 2 Rectangular arrangement of particles and discrete scheme of  

..circle domain  

以往文献一般采用矩形布置粒子的方案[2, 7-8]（图

2（a）），其做法是将粒子沿各向等距地分布于整个求

解域内，是最常用的初始布点方式，它简单方便，对

计算域的划分很均匀。虽然在前处理阶段程序非常容

易实施，但是出现零能模式的可能性很大，而且对于

本文所要研究求解域内含有圆形局部热源问题的热源

域不能准确离散。图 2（b）是矩形方案离散圆形局部

热源示意图，从中可以明显看出热源边界呈现严重的

锯齿现象。 
对于交错布置方案（图 3（a）），虽然可以降低出

现零能模式的概率，然而也不能很好地模拟具有特定

几何边界的问题，在离散求解域过程中边界锯齿现象

非常突出，在数值模拟过程中用编程方式直接布置粒

子也没有矩形方案便利。图 3（b）给出了交错布置方

案离散局部热源区域，很显然效果也不是很理想。 

 

图 3 粒子交错布置及离散圆形域方案 

Fig. 3 Staggered arrangement of particles and discrete scheme of  

circle domain  

为了提高数值模拟的计算精度，本文采用一种环

形粒子布置方案，如图 4 所示用来模拟平面二维内含

圆形热源的水热耦合问题。图中的实心粒子系统代表

热源作用区域，空心粒子系统代表无热源区域，这种

粒子布置方案在程序前处理过程中实施简单，只需添

加一个粒子坐标转换子程序即可。最重要的是这种布

置方案可以精确离散圆形局部热源区域，每一环上的

粒子径向间距严格相等，尽管粒子的环向间距并不是 

 
图 4 环形布置离散方案 

Fig. 4 Discrete scheme of annular arrangement of particles 
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严格相等的，这种布置方案的粒子分布是均匀的。 

3  非饱和土介质水热耦合控制方程 
3.1  水热耦合方程的基本形式 

假定空间二维非饱和土介质满足如下假定：①土

体均匀连续，且为各向同性体；②非饱和土中水分迁

移均以液态形式进行，不考虑水的固相；③非饱和流

体符合达西定律；④热能传输满足傅里叶定律；⑤不

考虑水分迁移过程中重力项的影响[1, 13]。在有热源作

用的情况下，非饱和土介质中的水热耦合的控制方程

在平面直角坐标系为[13-14] 

wv( ) ( )m K L D w
t


  


        


 ， (7) 

T w( ) ( )w D D w
t




      


  。      (8) 

式中  表示二维拉普拉斯算子； 表示温度增量，

 =Tc-T0，Tc为现时温度，T0为初始绝对温度；m 为

介质的总热容，m= c ， 和 c 为土体密度和比热容； 
K 为热传导系数；为热源强度； wvD 表示等温条件

下的蒸发系数；L 表示蒸发潜热；w 为体积含水率增

量，w = 1w - iw ， 1w 为现时体积含水率， iw 为初始体

积含水率；DT 为温度诱致的水分扩散系数； wD 为等

温条件下的水分扩散系数。 
忽略蒸发效应对水分迁移和热能传输的影响（即

假定 L=0），并假定介质内的总热容为常数，则控制方

程（7）和（8）可以简化为 

( )
t


  


    


  ，          (9) 

T w( ) ( )D D w
t





      


 ， (10) 

式中，为热扩散系数， =K/m。 
3.2  耦合方程的数学性质 

水热耦合方程组可以用来描述非饱和土介质中的

热能传输及温度作用下的水分迁移，由傅里叶定律推

导得到的热能平衡方程中温度变化率只与热的传导有

关，忽略了水分的影响。由达西定律得到的水分迁移

方程中体积含水率的变化率与水分迁移和温度变化相

关，因此水热耦合方程实际上是单向耦合的[1]。即温

度变化与水分迁移无关，而体积含水率变化受温度分

布的影响。 
描述水热运动的热能方程和连续性方程等偏微分

方程，像任何偏微分方程一样，都有特定的数学特性，

它们之间数学性质的差异往往是相应的物理现象的本

质差异在数学上的表现，这就意味着不同类型的方程

具有不同的数学特性，相同类型的偏微分方程有共同

的数值求解方法。根据数理方程中偏微分方程的分类，

方程（9）是抛物型的，而且是齐次的，因为它没有耦

合关系，所以在给定的定解条件下可以求出；求出方

程（9）得到场函数 后对其关于空间变量求二阶导数，

然后代入方程（10），得到的方程关于场函数 w 也是

抛物型的，只不过它是非其次的，场函数 的导数项

即是非齐次项，同样在给定的定解条件下可以求解。

这就为本文对非饱和土介质中水热耦合现象可以进行

SPH 数值模拟提供了理论依据和求解思路。 
3.3  求解抛物型偏微分方程的数值验证 

经典的抛物型偏微分方程是热传导方程，为验证

SPH 算法求解的可行性和有效性，取一维无界区域作

用有局部热源作为算例，其中热源作用范围为-0.5～
0.5 m，热源强度为 5℃/s，求解域初始温度是 0℃，热

扩散系数为 0.01 m2/s，此问题的解析解为 
20.5

0 0.5

5 ( )( , ) exp[ ] d d
0.04( )0.2 π( )

t x xT x t x t
t tt t

       
  。 

程序实施中取粒子间距 0.005 m，时间步长 0.0001 
s，采用了高斯核函数，核函数光滑长度取为粒子间距

长度。 
通过对 t=0.1，0.5，1.0，1.5 s 的温度分布特征的

对比，从图 5 中可以发现 SPH 解和解析解曲线吻合的

很好，这就说明了 SPH 方法可以解抛物型偏微分方

程，这个数值试验也是本文数值模拟的基础。 

图 5 不同时刻 SPH 解和解析解的对比 

Fig. 5 Comparison between SPH and analytic solutions at different  

time 

4  算例计算 
4.1  算例物性参数 

半无限求解域内有半径 R=0.5 m 的圆柱形热源，

热源强度 =2×10-4℃/s，非饱和土介质的物性参数

为：T0=20℃， i 为 0.25%， wD 为 1.5×10-6 m2/s，DT

为 1×10-8 m2/sK，为 1×10-6 m2/s。距半无限求解域

表面很深的某平面上的水分迁移和热能传输现象可以

用二维轴对称水热耦合控制方程描述。 
4.2  水热耦合方程的 SPH 离散及程序结构 

由于本算例可以简化为二维空间轴对称问题，所

要求解的物理场函数都是标量函数，然而水热耦合方

程的离散是在平面直角坐标系下进行的，而非基于极

坐标将控制方程写成等效的 SPH 格式，这其中的主要

因素是目前核函数都是在直角坐标系提出的，因此不

便将极坐标系的控制方程离散[15]；但是这并不妨碍相

关问题的求解，只需要添加一个子程序将极坐标下的
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离散粒子点信息转换到直角坐标系下，SPH 程序主循

环过程中的计算相应的在直角坐标系下完成。因为二

维空间轴对称问题只与径向变量有关，在计算过程径

向等距的取粒子进行标记，并输出相关计算信息便可

完成二维空间轴对称问题计算。 
将非饱和土的物理参数代入式（9）、（10），根据

式（6）的粒子近似表达式，分别得到了式（9）、（10）
的 SPH 公式为 

6
2

1

( , ) ( , )2
10

n
ij ijj iji

ij ij
j i ij ij

W r h W r hm
x y

x yt r
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x y

x yt r
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
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2
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ij ij
j i ij ij

W r h W r hm
x y

x yr







  
    

 。(12) 

求解域内每一个粒子处都会得到对应的上述两个

SPH 粒子近似表达式，通过这两个表达式可以求得对

应粒子处的温度和体积含水率的时间变化率。 
SPH算法数值模拟一般是在拉格朗日框架下以初

值问题的形式实现，可以应用标准的时间积分法来获

得下一时间步的场变量，在程序实施过程中的时间步

长与求解结果是紧密相连的。时间积分过程的主循环

中涉及光滑函数及其导数的计算，最近相邻粒子对的

搜索，边界处理，空间导数的计算，场函数变化率的

计算等模块。程序是结构化的，可以很容易根据具体

问题的要求进行修改或插入子程序，也可以很容易地

扩展到其他修正形式的 SPH 近似格式的应用，仅仅需

要对粒子近似作相应的恰当处理即可。图 6 所示为本

文数值模拟问题采用的程序结构示意图。 

图 6 SPH 串行程序结构图 

Fig. 6 Structure of SPH serial program  

4.3  计算结果分析 

图 7，8 给出了热源作用下温度和体积含水率随时

间的分布和演化特点（图 7，8 中的 r/d 表示距离热源

中心的距离和热源直径之比）。由图 7 可见，对于常热

源强度而言，离热源附近一定范围内温度上升很快，

随着时间的推移，热源产生的热量使介质温度不断升

高，随着热能不断地向远处输送和传导，离热源较远

处的介质温度也不断升高。正是由于温度的非稳态演

化，将导致非饱和土介质中水分的迁移和体积含水率

的不断变化。 

 

图 7 不同时刻温度分布特征 

Fig. 7 Characteristics of temperature distribution at different time 

 

图 8 不同时刻体积含水率的分布特征 

Fig. 8 Characteristics of volumetric moisture content at different  

.time 

由图 8 可以看出，离热源较近的一定范围内体积

含水率较初始时刻下的低，这是因为热源作用下介质

温度场的改变加速了水分向远处迁移的缘故，随着热

源附近温度的不断升高，这种温度诱致的水分迁移使

热源附近体积含水率不断降低，而在离热源较远处的

体积含水率出现峰值现象正是水分迁移的累积效应的

体现。随着时间的推进，峰值会向远处不停地运动，

而介质中温度趋于稳定后，体积含水率峰值会消失而

产生稳定的体积含水率场。 
图 9，10 给出了距热源不同距离处温度和体积含

水率随时间的演化过程（图 9，10 中的 R 和 r 分别表

示热源半径和距热源中心的距离）。由图 9 可见，距离

热源越近，在热源的作用下温度越高，而且随着时间

的演化温度会越来越高。由图 10 可见，在热源边缘附

近，体积含水率不断下降，而在较远处，起初体积含

水率保持初值不变，时间到达一定时刻后会出现峰值。

距离热源越远峰值出现的时间越晚，体积含水率曲线

也越平缓。 
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图 9 温度随时间的演化特征 

Fig. 9 Evolution of temperature with time 

图 10 体积含水率随时间的演化特征 

Fig. 10 Evolution of volumetric moisture content with time 

5  结    论 
（1）针对现有求解域粒子布置方案离散圆形域存

在的不足，用一种新的粒子离散方法应用于本文所研

究的问题中，以弥补数值模拟中函数近似计算框架品

质不高带来的精度损失，高品质的求解域离散是任何

数值计算的必然要求。 
（2）从数理方程角度对水热耦合控制方程组进行

数学特性分析，判别出方程所属偏微分方程的类别，

得到 SPH 算法求解此类型方程的求解思路，并针对一

个算例编写程序进行数值试验验证了算法的可行性和

有效性，从而为进一步的计算奠定了基础。 
（3）采用 Fortran 语言编写的程序代码，计算得

到了不同时刻，多孔介质中温度和体积含水率的分布

和演化特征。离热源近的地方温度上升越快，在温度梯

度作用下，热能不断地向远处传输引起离热源较远处介

质的温度升高。温度场的非稳态变化诱致了介质中水分

向热源远处的迁移，导致了热源附近水分的不断减少，

离热源较远处体积含水率经历先增高后降低的过程，水

分迁移过程中的这种现象是水分累积的效应，这和非饱

和土中热源作用下的温度演化特征相对应的。 
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