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不排水加载条件下 K0固结饱和砂土失稳预测 
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摘  要：基于二阶功准则及变形分叉理论，建立了分散性失稳和应变局部化失稳的理论判别准则，对 K0固结不排水加

载条件下饱和砂土的失稳特性进行了理论研究。分析结果表明，三轴应力状态下，土体表现为分散性失稳模式，应变

局部化则不会发生。在试样初始状态较密实的状态下，由于相变作用，土体能够保持稳定，直至达到塑性极限破坏。

在平面应变状态下，分散性失稳和应变局部化均可能发生，且分散性失稳先于应变局部化失稳出现。非共轴塑性流动

法则的引入对分散性失稳预测结果无影响，然而对应变局部化的预测结果影响较大，且只有在引入了非共轴流动法则

的条件下，应变局部化的理论预测结果才能与试验结果一致。 
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Prediction of instability of K0-consolidated saturated sands under         
undrained loading conditions 
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Abstract: Based on the second-order work criterion and bifurcation analysis, the framework for predicting the onset of diffuse 

instability and strain localization are proposed to study the instability of soils under K0-consolidated undrained loading conditions. 
The analysis shows that the diffuse instability occurs in triaxial tests while the strain localization does not occur. The onset of 

diffuse instability relies on the initial void ratio of the specimen, and if the soil is dense enough, the soil specimen keeps stable until 

plastic limit due to the phase transformation. Under the plane strain conditions, the diffuse instability precedes the strain 

localization, and with further loading, the diffuse instability transits to strain localization. The inclusion of the non-coaxial plasticity 

flow rule has significant influence on the onset of strain localization, and the predicted results agree well with the experiments only 

if the non-coaxial flow rule is considered, while it shows no influence on the prediction of diffuse instability. 
Key words: sand; material state; diffuse instability; strain localization; non-coaxial plastic flow 

0  引    言 
土体破坏通常认为是由于其所受剪应力达到抗剪

强度造成，其强度多用Mohr–Coulomb准则描述。然而，

以往大量试验结果[1-3]已表明，由于受材料状态、初始

固结状态及应力状态等多种因素影响，在土体达到塑

性极限破坏状态前，可能已经失稳。最典型的一种土

体失稳模式是应变局部化失稳，这种失稳形式自20世
纪70年代以来就引起了国内外的广泛关注，而分散性

失稳（diffuse instability）由于其变形表现为均匀模式，

并无局部集中变形出现，导致试验和实际工程中难以

观察，因而直至近年来才得以关注。 
以往试验研究表明，砂土应变局部化的形成与材

料初始状态、应力、围压和排水情况等多种因素有关。

如中密、密砂中均可观察到剪切带形成，而松砂在不

排水条件则不容易观察到剪切带[4]。相对平面应变状

态而言，轴对称状态下不易得到应变局部化现象，土

体三轴压缩条件下可表现为均匀变形的失稳模式，应

变局部化只是土体失稳后大变形的结果
[5]
。Alshibli等[6]

通过对比不同试样密度、围压和颗粒大小、形状的砂

土试验表明，平面应变比三轴状态更易发生应变局部

化。真三轴试验结果进一步表明，除三轴压缩状态外，

在包括三轴拉伸状态的其它应力状态下，应变局部化
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是土体失稳的主要原因[7]。为从理论上揭示应变局部

化现象，当前多基于Rudnicki等[8]及Rice[9]的应形分叉

理论进行预测。Vardoulakis[10]结合试验结果通过分叉

理论分析，从理论上证实了三轴条件下应变局部化只

在材料软化时出现，Chau[11]亦得出了相同结论。Perić
等[12]从理论上比较了平面应变和轴对称条件下应变

局部化触发条件的差异，指出局部化变形在平面应变

条件更易激发，但不能在轴对称条件下材料硬化阶段

发生。目前应变局部化分叉理论预测已扩展到不同应

力路径[13]及真三维应力状态[14]分析中，分析结果表

明，除三轴压缩状态外，应变局部化可发生于其它中

主应力比状态下的材料硬化阶段。 
分散性失稳是一种有别于应变局部化的失稳模

式，将导致土体抗剪强度降低，但失稳时土体仍保持

均匀变形，且常发生于应变局部化形成前[15]。在饱和

状态下，分散性失稳常表现为静态液化，这种失稳易

于在极松散砂土的三轴固结不排水试验中观察到[2]。

平面应变不排水试验[3]中也观察到了静态液化现象，

所得结果与三轴试验结果在规律上保持一致。相比试

验研究而言，静态液化理论方面研究较少，但近年来

国内外也进行过一些尝试。为描述砂土静态液化失稳

特性，Lade[1]在p–q应力空间提出了用失稳线描述静

态液化对应的强度线。Lade[16]进一步基于二阶功准

则，解释了三轴试验中观察到的静态液化现象，由于

二阶功准则具有普遍适用性，当前有关静态液化的研

究大多基于该准则建立。Borja[17]从固液耦合角度建立

的饱和土静态液化分叉分析结果均与二阶功分析结果

保持一致。由于静态液化受材料状态影响较大，要合

理预测其发生，需采用考虑材料特性影响的本构模型。

为考虑材料状态的影响，Andrade[18]基于临界状态本

构模型[19]预测了不同初始孔隙比砂土的静态液化，并

研究了砂土初始松密状态对静态液化的影响规律。吕

玺琳等[20]针对砂土静态液化的理论判别进行了进一

步研究。然而这些研究均针对等向固结条件开展，并

未针对K0固结条件下的特性进行过探讨。以往试验结

果表明，K0固结条件下土体失稳线高于等向固结情

形，即K0固结有降低静态液化的可能性[21]，然而目前

还鲜见K0固结条件下土体失稳的理论分析。此外，现

有的静态液化理论分析主要基于三轴状态开展，尚未

见到有关平面应变条件下的理论分析。 
为揭示 K0 固结不排水条件下饱和砂土的失稳特

性，基于二阶功准则及应变局部化分叉理论判别准则，

对三轴条件和平面应变条件下土体静态液化和应变局

部化失稳模式进行理论研究，并探讨了非共轴塑性流

动法则对两者预测结果的影响。 

 

1  状态相关非共轴弹塑性本构模型 
以常用的Mohr–Coulomb硬化弹塑性本构模型为

基础，建立屈服性势函数为[22] 
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式中  有效平均应力 tr / 3p u   ， u     I 为
有效应力， u为孔隙水压力，等效广义剪应力
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  ，Ad为剪胀性参

数，pat=101.3 kPa为大气压力，M为应力比，Mc为剪

胀应力比， ( )g  为角隅函数。 
由于直接三维化的Mohr–Coulomb准则存在尖点

且不能合理反映土体三维强度，这里角隅函数取椭圆

型函数进行修正，得到偏平面形状如图1所示，表示为 
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式中， C 和 E 分别为三轴压缩和三轴拉伸试验得到

的峰值内摩擦角。 

图 1 偏平面上角隅函数 

Fig. 1 Shape function in deviatoric plane 

土体硬化规律满足[23] 
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式中，等效广义剪应变为 p
s 2 : / 3  e e ，偏应变为

tr / 3   e ，A为拟合参数， 

f cs exp( )bM M n     ，        (5) 

式中，ψ=e-ec；e和ec分别为砂土的当前孔隙比和临界

状态孔隙比。 
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土体应变局部化分叉理论预测结果依赖于本构模

型，以往研究成果表明，常规共轴模型由于假设塑性

应变增量方向与应力方向的共轴性，因而不能准确预

测分叉点，因而需引入非共轴塑性流动准则[24-25]。这

里，采用基于角点理论[8]建立的非共轴模型[24-27]，将

率型本构方程表示为 
ep ep e cp np( )           D D   ，   (6) 

式中， cp 和 np 为共轴和非共轴塑性应变率张量，分

别通过传统共轴塑性流动法则和非共轴流动法则[28-31]

得到。 
非共轴弹塑性张量 
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式中， pH ， tH 为共轴和非共轴塑性硬化模量。 
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弹性体积模量K和剪切模量G分别为 
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式中，G0为材料参数， 为泊松比，e为孔隙比。 
共轴塑性硬化模量为 
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2  土体失稳判别准则 
    由于土体服从非关联流动法则，在当达到极限峰

值强度前，可能已发生失稳。通过二阶功理论，土体

的失稳条件为 
2d d : d 0 d 0w   ≤     ，    (10) 

式中， 2d w为二阶功，d  为有效应力增量，d 为相

应的应变增量。 
式（10）仅为土体失稳的必要条件，要使得土体

失稳发生，还需满足加载模式为混合控制模式且增量

加载两个附加条件。对于围压不变竖向施加位移的不

排水三轴和平面应变试验而言，后两者是自然满足的，

因而只需检验加载过程中二阶功的变化，若变为负值，

则说明土体失稳。 

随着应变局部化的发生，土体均匀变形模式发生

分叉，随着变形进一步增大，为满足平衡性要求，带

外弹性卸载，带内呈软化塑性加载状态。根据 Rudniki
等[8]建立的应变局部化理论预测框架，得到应变局部

化发生的理论条件为 
epdet det( ) 0     n D n A   。    (11) 

在平面应变条件下，式（11）可简化为 
4 2
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式中，n={ cos ，0，sin }， 为剪切带倾角， 1C   
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3  K0固结不排水加载试验验证 
3.1  K0固结三轴试验 

基于前述建立的本构模型和失稳预测准则，对

Chu等[28]的K0固结砂土三轴试验结果进行模拟。试验

采用应变控制实现初始K0固结条件，因而不同初始孔

隙比的试样的K0值不同，然后维持环向应变为零的K0

的条件进行加载。试样采用新加坡海洋砂，其平均粒

径d50=0.30～0.35 mm，不均匀系数Cu=2.0，土粒比重

Gs=2.6，最大及最小孔隙比分别为0.916和0.533。试样

为圆柱样，直径为100 mm，高为190 mm。进行K0固

结后，试样初始孔隙比分别为0.844，0.881，0.899和
0.922。参照Chu等[29]针对相同土样得到的试验结果，

采用 0.36
c =0.972 0.0988( /101.3)e p 拟合，得到临界状

态时的ec–p曲线如图2所示。 

图 2 临界状态的 ec–p曲线(Chu 等[29]) 

Fig. 2 ec–p curve at critical state  

通过采用材料参数G0＝125 MPa， ＝0.15，
Mcs=1.26， c =0.078，ec0=0.907， =0.6，nb=1.1，nd=3.5，
d0=0.88，A=0.001，Ht=2.5 MPa，模拟得到应力应变关

系及孔压变化如图3所示。对于e0=0.881，0.899，0.922
的3组试样，剪应力呈现出先增大后减小的趋势，而对

e0=0.844的试样剪应力则保持持续增大。从孔压变化

可看出，最密的1组试样的孔压增长较少，随着初始孔

隙比的增大，孔压增加趋于明显。 
预测得到的有效应力路径如图4所示，e0=0.881，

0.899，0.922的3组土样在加载过程中广义剪应力出现

了峰值，而e0=0.844的试样则由于发生相变，广义剪

应力未出现峰值。 
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图 3 K0固结三轴试验应力应变及孔压预测(Chu 等[28]) 

Fig. 3 Predicted stress-strain relationship and pore water pressures  

of K0-consolidated undrained traxial tests 

图 4 K0固结三轴试验应力路径(Chu 等[28]) 

Fig. 4 Stress paths of K0-consolidated undrained traxial tests 

为获得砂土试样在不排水加载下的失稳特性，计

算得到二阶功如图5所示。4组试验中，除最密的1组外，

其余3组试样在加载过程中二阶功均变负，亦即土体发

生了静态液化失稳。由于三轴试验中无主应力旋转，

非共轴流动准则的引入不影响应力应变关系预测结

果，仅影响声学张量的计算值。加载过程中，计算得

到的声学张量行列式值随应变的变化如图6所示。结果

表明，声学张量始终为正，表明在硬化阶段土体未发

生应变局部化，这与以往试验和理论分析结果一致。 

图 5 二阶功变化情况 

Fig. 5 Evolution of second-order work 

图 6 声学张量行列式值变化情况 

Fig. 6 Evolution of the determinant of acoustic tensor 

3.2  K0固结平面应变试验 

进一步将分散性失稳和应变局部化理论准则用于
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平面应变状态的分析，对 Finno 等[30]的 K0固结平面应

变试验进行模拟。砂样最大和最小孔隙比为 0.875 和

0.60，土颗相对密度 Gs=2.68，平均粒径 D50=0.32 mm，

不均匀系数 Cu=1.3。平面应变试样尺寸为 40 mm×80 
mm×140 mm，K0固结完成后，试样孔隙比 e0=0.867。
采用材料参数 G0＝125 MPa， ＝0.05，Mf=1.26，
d0=2.88，A=0.0015，Ht=300 kPa， =0.74，Mc=1.22，
预测得到应力应变关系和孔压变化如图 7 所示。 

图 7 应力应变及孔压曲线预测结果(Finno 等[30]) 

Fig. 7 Predicted stress-strain relationship and pore water pressures  

加载过程中二阶功变化情况如图 8 所示，当应变

达到 1 =0.134%时，二阶功开始变负，表明土体静态

液化触发，对应于剪应力峰值出现。通过分叉分析，

得到声学张量行列式值变化情况如图 8 所示，共轴模

型预测结果表明，当应变达到 1 =0.212%时，声学张

量行列式值变负，对应应变局部化触发，但该值明显

小于试验值 1 =2.7%。非共轴模型预测到当应变为

1 =0.601%和 1 =3.012%时，声学张量行列式值变负。

当声学张量行列式值第 1 次变负时，若应变局部化触

发，分叉后的应力应变关系受带内软化和带外卸载的

影响，因而将不按材料本构特性发展。若未被激发，

继续加载后，应力应变关系与材料本构一致，当声学

张量行列式值第 2 次变负时，预测的分叉点与试验结果 

图 8 失稳准则随应变变化规律 

Fig. 8 Evolution of second-order work 

符合较好。通过共轴模型预测的剪切带倾角为 47.8°，

而非共轴理论预测值分别为 49.7°和 51.0°，试验值

为 57°，故非共轴预测到的声学张量行列式值第 2 次

变负对应的结果与试验结果更接近。 

4  结    论 
在轴对称及平面应变条件下对K0固结饱和砂土的

失稳特性进行了理论分析，结果表明： 
（1）通过二阶功预测了土体的分散性失稳现象，

在当砂土足够松散时，不管在三轴状态还是平面应变

状态下，土体均可能出现分散性失稳。 
（2）基于应变局部化分叉理论预测表明，在三轴

应力状态下，应变局部化失稳将不会发生。而在平面

应变状态下，土体失稳将逐渐由分散性失稳模式转变

为应变局部化失稳模式。 
（3）引入非共轴塑性流动法则对二阶功计算结果

无影响，但对声学张量行列式值影响较大，亦即分散

性失稳理论预测与非共轴流动无关，但应变局部化预

测则必须引入非共轴流动准则才能得到准确的结果。 
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