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摘  要：基于 Deng 等关于井阻随深度线性增大和随时间指数增大的假设，推导了这一假设条件下满足等应变径向固结

基本方程及一切求解条件的竖井地基固结解析解。通过与现有常井阻固结解析解对比，验证了本文解的正确性。利用

本文解析解，计算对比了不同井阻变化率（即参数 A2 和 A3值）的平均孔压和平均固结度，分析了不同时间因子、深度

条件下，井阻随深度和时间的变化对竖井地基固结特性的影响。结果表明：井阻随深度和时间增大将使竖井地基固结

速率减小，甚至使竖井加速地基固结的能力逐渐消失。 
关键词：竖井地基；解析解；井阻；固结 

中图分类号：TU43       文献标识码：A       文章编号：1000–4548(2015)06–0996–06 
作者简介：郭  霄(1979– )，男，博士研究生，高级工程师，主要道路工程研究及设计。E-mail: 52968791@qq.com。 

Analytical solutions for consolidation by vertical drains with variation of             
well resistance with depth and time 
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Abstract: A new rigorous analytical solution is deduced from the equivalent strain governing equation for the consolidation by 

vertical drains on the basis of the assumption proposed by Deng et al (2013), that is, the well resistance increasing linearly with 

depth and exponentially with time. The solution is verified through the comparison with the results got from the existing 

analytical solution, in which the well resistance remains constant. Based on the new solution, the average excess pore water 

pressure and average degree of consolidation are compared with different rates of change of the well resistance (described by 

coefficient A2 and A3 ), and the influences of the depth and time-dependent well resistance on the rate of the consolidation by 

vertical drains are analyzed. It shows that the increase of the well resistance with depth and time will slow down the rate of the 

consolidation, and even make the ability of accelerating consolidation of vertical drains lose gradually.  
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0  引    言 
近年来，为解决土地资源日趋紧张的问题，大规

模的围海造陆工程不断在沿海地区兴起，带动了竖井

（即砂井、塑料排水板等竖向排水体）地基工程实践

和理论的进一步发展。竖井地基固结解析理论是竖井

地基设计的重要理论基础。竖井按是否考虑井阻效应

和涂抹效应分类，可分为理想井和非理性井两类[1]。

理想井不考虑井阻效应和涂抹效应，非理想井考虑井

阻效应和涂抹效应。不考虑井阻效应认为竖井的渗透

系数或排水能力为无限大；反之则认为竖井的渗透系

数或排水能力为有限值。由于考虑井阻效应的非理想

井更能反映工程实际情况，因此较具影响力的竖井固

结理论，例如 Yoshikuni 理论[2]、Hansbo 理论[3]、谢康

和理论等[4]，均考虑了井阻效应对固结的影响。 
起加速固结作用的竖井最早主要是砂井。1980 年

以来，随着土工织物工业的进步，使得塑料排水板作

为竖井的应用越来越广泛，并且针对其排水能力的研

究取得相当进展。这些研究表明[5-11]：由于受到软土

地基中土体侧向应力、渗流带入黏粒、固结过程弯折

或变形等作用，塑料排水板的渗透系数或排水能力在

空间和时间上并非一个常数，而是总体上随深度和时
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间的增大逐渐减小，或者说井阻随深度和时间的增大

而逐渐增大。目前，考虑井阻效应的竖井固结理论大

都假定竖井的渗透系数或排水能力为常数，考虑井阻

或竖井渗透系数变化的相关理论研究很少。虽然 Deng
等[12]在 Hansbo 解[3]基础上得出了同时考虑井阻随深

度和时间变化的解析解，但由于所采用的 Hansbo 解

法忽视了井阻作用下竖井地基中的体积应变是随深度

变化的这一事实[4]，该解实际上是近似解而非精确解。

此外，Deng 等[12]还在谢康和解[4]基础上给出了井阻仅

随时间变化的解析解[13]，但并未考虑井阻随深度变化

的情况。因此到目前为止还没有严格意义上可以同时

考虑井阻随时间和深度变化的精确解。 
本文参照 Deng 等[12]对井阻随深度线性增大、随

时间指数增大的假定，推导了径向固结基本方程及满

足其一切求解条件的精确解，建立了这一变井阻条件

下更为严格的解析理论，并同现有常井阻条件的解析

解进行比较，验证了本文解的正确性，进而根据本文

解分析了井阻变化对竖井地基固结性状的影响。 

1  基本方程及求解条件 
图 1 为径向固结的打穿竖井地基计算简图。竖井

地基考虑单面排水，即软土层顶面完全透水，底面为

完全不透水。图中 l 为竖井计算长度，等于软土层厚

度 H；kh 为地基水平向渗透系数；ks 为竖井周围涂抹

区的水平向渗透系数；kw 为竖井渗透系数；rs 为涂抹

区半径；rw 为竖井半径；re 为竖井影响区半径；q0 为

均布荷载，瞬间施加，固结过程中保持不变；r，z 为
径向及竖向坐标。 

图 1 竖井地基计算简图 

Fig. 1 Schematic diagram for consolidation by vertical drain 

主要假设如下：①Barron 的等应变条件成立[1]。

即竖井影响区范围内同一水平面上各点的竖向变形是

相等的。②竖井内孔压（即超静孔隙水压力）沿径向

的变化很小，可以不计；任一深度 z 处从土体中流入

竖井的水量等于竖井中向上水流的增量。③井阻因竖

井渗透系数在固结过程中逐渐减小而随深度和时间增

大。即竖井渗透系数 kw随深度线性减小、随时间指数

衰减，可以表示为[12] 
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式中  w0k 为竖井的初始渗透系数；A1，A2，A3为试

验常数[12-13]。为保证渗透系数 wk >0，并随着时间和深

度的增大而减小，A1，A2，A3应满足 A1> A2>0，A3>0。 
其余假设同文献[1，4]。 

根据以上假设，可得径向固结方程如下[4]： 
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式中  ur为影响区土体内任意一点的孔压； ru 为影响

区内任意一深度的平均孔压； v 为影响区内任意一点

的体积应变（与垂直应变相等）； vm 为体积压缩系数；

w 为水重度；t 为时间。 
由假设②，可得竖井渗流连续方程： 
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qr 为土体在 dt 时段内从 dz 段井周流入竖井的水量，
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qz为在 dt 时段内流经 dz 段竖井的水量，即 
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将方程（6）、（7）代入方程（5），并引入假设③

可得 
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式中，uw为竖井内任一深度的孔压。 
式（2）、（3）、（4）、（8）即为变井阻的等应变径

向固结基本方程。其求解条件（即边界条件和初始条
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2  方程的求解 
根据文献[4]的推导思路，可得 
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将方程（9）和方程（10）联立消除 uw得 
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采用分离变量法求解方程（11）。设 ( )ru g z   
( )f t ，代入方程（11）得 
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式中，为待定常数。 
因此可得以下两个微分方程： 
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先求解方程（14）。设 2
1

AZ A z
l

  ，则方程（14） 

可简化为 
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式中， ( )g g z ，
2
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方程（16）的通解为 
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则通解式（17）可写为
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再求解方程（15），可得其通解为 
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将所有特解叠加得到 ru 解，即 
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式中， m 为方程（21）的序列根；m =A2m/2l；Bm

为待定系数，可由初始条件⑤确定； ( 1,2, )m     。 
可以证明：函数系 0 ( )mD Z ( 1,2, )m     在

 1 2 1,A A A 是正交完备的。则利用此性质并根据初始

条件⑤，可得确定待定系数 Bm的计算式如下： 
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将式（25）代入式（24）即得竖井地基土体任一

深度的径向平均孔压表达式： 
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进一步化简可得 
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 (30) 
式（28）～（30）即为本文给出的考虑井阻同时

随深度和时间变化的竖井地基固结解。 
可以证明下式成立： 
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通过适当变化即可证明式（31）成立。 
则式（28）～（30）退化为 
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(34) 
式（32）～（34）即为考虑井阻仅随深度变化的竖

井地基固结解。 

 

3  计算及分析 
式（1）中系数 A2，A3 分别表示竖井渗透系数随

深度和时间的变化率，当 A2，A3同时趋于零时，渗透

系数 kw趋于初始渗透系数 kw0，变井阻固结问题就转

化为常井阻固结问题。 
由于式（32）～（34）为考虑井阻仅随深度变化

也即 A3=0 时的竖井地基固结解，因此如 A2再趋于零，

式（32）～（34）应趋于谢康和等[4]给出的常井阻解

析解。但推导 A2趋于零的极限非常复杂，难以从理论

上直接证明当 A2趋于零时式（32）～（34）即转化为

文献[4]之解，故本文将通过数值计算对比来对此加以

验证。在验证解的正确性后，进而选取不同参数根据

本文解进行数值计算，分析井阻变化对竖井地基固结

性状的影响。 
取计算参数如下：re=0.525 m，rs=0.175 m，

rw=0.035 m，n=re/rw=15，s=rs/rw=5.0，mv=0.2 MPa-1，

l=20 m，kh=2.0×10-8 m/s，kw0=1.0×10-3 m/s。 
图 2 为 A1=1，A2=0.01，A3=0 时按式（32）计算

的平均孔压与文献[4]解比较的结果；图 3 为 A1=1，
A2=0.01，A3=0 时按式（34）计算的平均固结度与文

献[4]解比较的结果。从图 2，3 可见：当 A2=0.01≈0，
即 A2 0 时，本文解和与文献[4]解几乎一致，这验证

了本文解的正确性。 

图 2 A2=0.01 平均孔压 ru 与文献[4]解的比较 

Fig. 2 Comparison of radial average EPP for A2=0.01 with solution  

in Reference [4] under different consolidation time 

图 4 对比了 A1 =1，A3=0，A2分别取 0.01，0.5，
0.99 时平均孔压的变化，从图 4 中可以看出：A2值越

大，土体内孔压消散越慢；随着深度增加，A2值影响

越明显，孔压消散速率随深度增加而减慢；随着时间

的增大，A2值的影响越明显。 
从图 4 中看当 A2=0.99≈1，即 A2 1 时，竖井在

z=l 处的排水能力接近于零，这一情况使得底部土层超

静孔压不易径向消散，让竖向水力梯度变大，从而使

得图 4 看起来在 z=l 处的边界存在水力交换，不满足
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边界条件③。图 5 是图 4 中平均孔压曲线（A2=0.99，
Th=2.5）底部边界的局部放大，从图 5 中可以看出，

在接近于底部边界处曲线出现了拐点，并在末端垂直

于底部边界，即满足边界条件。A2值越大，这一拐点

更接近于底部边界。 

图 3 A2=0.01 平均固结度 ru 与文献[4]解的比较 

Fig. 3 Comparison of overall average consolidation degree for  

A2=0.01 with solution in Reference [4]  

图 4 不同 A2值的平均孔压 ru 比较 

Fig. 4 Comparison of radial average EPP with different A2 under   

different consolidation time 

图 5 平均孔压曲线底部局部放大（位置见图 4） 
Fig. 5 Partial enlarged view of curve of radial average EPP at  

bottom (position as shown in Fig. 4) 

图 6 为 A1=1，A3=0，A2分别取 0.01，0.50，0.99
时平均固结度的变化曲线。可见：随着 A2 值的增大，

固结曲线右移，固结速率减慢；A2对平均固结度的影

响较其对平均孔压的影响小。  

图 6 不同 A2值的平均固结度比较 

Fig. 6 Comparison of overall average consolidation degrees with  

different A2 

图 7 为 A1=1，Th=1 时，不同的 A2，A3（A3通过

图中 2
3 3 e h/a A d c 值来反映，下同）组合下平均孔压

随深度变化曲线。从图 7 中可见：A2和 A3值越大，土

中孔压越大，表明当井阻随深度和时间增大，竖井地

基固结变慢。   

图 7 不同 A2，A3值的平均孔压比较（Th=1） 
Fig.7 Comparison of radial average EPP with different A2 and A3  

(Th=1) 

图 8 是 A1 =1 时不同的 A2，A3组合下平均固结度

变化曲线。可以看出：固结曲线随 A2 和 A3 值的增大

而明显右移，也即当井阻随着深度和时间增大，竖井 

图 8 不同 A2，A3值下平均固结度比较 

Fig. 8 Comparison of overall average consolidation degrees with  

different A2 and A3 
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地基固结速率显著减小；A3值的增大将明显减小竖井

地基的后期固结速率，当 A3大到一定值或即井阻随时

间增长速率大到一定程度时，固结曲线后半段趋于水

平线，即在固结后期竖井地基的径向固结几乎停止，

竖井加速地基固结的能力从而消失。 

4  参数取值的讨论 
 本文理论的另一个核心问题在于如何确定竖井排

水能力或渗透系数随深度和时间变化的参数值（即参

数 A1，A2，A3）。研究表明：竖井受到侧向土压力的

作用，其排水能力或渗透系数大致是随着深度增加而

减小。虽然总体趋势如此，但由于竖井变形或屈曲等

影响竖井排水能力的因素会在深度上任意一处发生，

实际情况非常复杂，难以采用室内试验确定现场竖井

排水能力随深度变化的情况[12]。Chai 等[7]认为可以通

过理论对现场试验或工程实例的反分析获取参数。采

用排水能力随深度线性减小的假设，是研究排水能力

随深度变化对固结特性影响的简化方式，但可以抓住

总体趋势。图 4 对比分析表明，A2增大会较明显的减

缓底部的超静孔压消散，通过理论与现场试验的孔隙

水压数据对比分析，可以尝试确实参数 A1，A2。 
 参数 A3 表示竖井排水能力或渗透系数随时间的

变化。A3值可以通过室内试验确定[11]。这种试验在塑

料排水板长期排水能力的研究中已有较多应用[7-9]。

Deng 等[13]采用排水能力随指数衰变的模型拟合了塑

料排水板长期排水能力的实测数据，得到了较好的结

果。 

5  结    论 
（1）参照文献[12]提出的竖井渗透系数随深度和

时间变化的关系式，本文通过严密推导得出了井阻随

深度和时间变化的竖井地基固结解析解，并通过与现

有常井阻固结解析解的对比验证了本文解的正确性。 
（2）井阻随深度和时间增大，会减慢竖井地基的

固结速率，表征井阻变化率的参数 A2，A3值越大，影

响越大。 
（3）当井阻仅随深度变化时，其对平均固结度的

影响较对径向平均孔压的影响小；A2值的增大将明显

减慢底部土体的孔压消散速率，并且随着固结的发展，

此影响变得更明显。 
（4）A3 值或即井阻随时间增长速率的大小对竖

井地基的后期固结速率有显著影响。当 A3值大到一定

程度，地基的径向固结将趋于停止，竖井加速地基固

结的能力逐渐消失。 
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