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基于 Markov 链的岩土材料颗粒破碎演化规律研究 
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摘  要：从单一粒径组颗粒破碎演化规律角度入手，研究了多粒径组颗粒破碎演化规律。首先，提出了能够描述单一

粒径组颗粒破碎状态的两参数 Weibull 分布函数；此外，提出了多粒径组颗粒有效破碎概率概念；在上述基础上建立了

一个能够较好的描述多粒径组颗粒破碎演化规律的 Markov 链模型，选取了不同岩土材料、试验条件和颗粒大小下的试

验数据对该模型进行了验证，表明提出的模型能够描述各种试验条件下多粒径组颗粒破碎的演化规律。 
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Evolution of geotechnical materials based on Markov chain                        
considering particle crushing 
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Abstract: The evolution of multi-size particle materials considering particle crushing is studied considering the evolution of 

single-size ones. A two-parameter Weibull distribution function is introduced to describe the crushing state of single-size 

particles. Besides, the concept of effective breaking probability of multi-size particles is proposed. Based on these, a Markov 

chain model is established to describe the evolution of multi-size particles considering particle crushing. The proposed model is 

verified by selecting the experimental data under different geotechnical materials, test conditions and particle sizes. The results 

indicate that the proposed model can approximately describe the evolution of geotechnical materials considering particle 

crushing. 
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0  引    言 
近年来，随着大型土石坝、海洋港口工程及大型

土工机械的兴起，岩土材料颗粒破碎已经引起了工程

界的广泛关注。对此，国内外学者已开展了一些研究

工作，主要集中在颗粒破碎程度的度量方法[1-6]及影响

因素[2, 7-8]、颗粒破碎对土体强度–变形的影响[9-11]以

及破碎的数值模拟[12-13]等方面。 
需要指出的是，土的粒径分布特征也是现代土力

学的基础，是进行土的分类并有针对性的研究其力学

特性，进而建立不同类别土的本构模型的主要依据。

然而，颗粒破碎将打破这一基础，使得土的粒径分布

特征像孔隙比、结构性等土的其它参数一样，随应力

–水力路径变化而变化，由材料的物理参数变成了模

型变量。从这个角度来看，颗粒破碎问题可以从以下

3 个环节开展：①首先，选择合理而简单的颗粒破碎

表征指标；②其次，确定颗粒破碎的演化规律；③最

终，在前两个环节的基础上建立考虑颗粒破碎演化的

本构模型。其中，颗粒破碎演化规律是颗粒破碎过程

复杂性的集中体现。本文将针对此问题展开研究。 

1  颗粒破碎演化规律研究现状 
目前，颗粒破碎演化规律的研究主要从两个层次

入手：即考虑单一粒径组的颗粒破碎演化规律和多粒

径组的颗粒破碎演化规律。 
实际的岩土材料极少由单一粒径组的颗粒组成，

但是单一粒径组的颗粒破碎规律相对简单，并能为开
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展多粒径组岩土材料破碎规律研究提供重要的参考，

因此也引起了很多学者的关注：Bard[14]通过单一粒径

石油焦（粒径=10 mm）的一维压缩试验得出粒径分布

演化规律机理在于分形几何的演化这一结论；Nakata
等[15]开展单一粒径石英砂（粒径=1.7 mm）的一维压

缩试验，发现级配曲线具有自相似性，并指出粒径小

于 1 mm 时级配曲线相似；McDowell[16]进行单一粒径

Leighton Buzzard 砂（粒径分别为 0.5，1，2 mm）的

破碎试验得出颗粒的“存活概率”与所受的荷载符合

Weibull 分布，并指出粒径分布随破碎的演化最终达到

分形维数为 2.5；Coop 等[17]开展的单一粒径 Dog's Bay
钙质砂（粒径=0.425 mm）的剪切试验，研究了剪切

带试样粒径分布的演化规律，指出在双对数坐标下级

配曲线将演化成一条直线，给出分形维数为 2.57。这

些针对单一粒径组颗粒破碎规律的研究，主要是基于

分形几何，定性地认为随着破碎的发展，粒径分布趋

于稳定，即破碎是有界限的。但是以上的研究并未对

这一规律进行定量分析。 
而真实的岩土材料对大部分为多粒径组颗粒的聚

合体，由于其破碎规律更为复杂，研究者试图从不同

角度对之进行探讨。张季如等[18]、Zhang 等[19]仍然从

分形的角度研究破碎分形维数，并试图找出分形维数

和破碎之间的关系；黄俊宇等[20]从动态多尺度模型的

角度，预测脆性材料在动态荷载下的级配变化；孙逸

飞等[21]从能量平衡的角度，建立了能预测在低围压以

及单调加载下粗颗粒级配演化的方法；Lackenby 等[22]

通过道砟的循环三轴加载试验得到道砟破碎指数 BBI
与最大循环偏应力之间的非线性关系；Chuhan 等[23]

对比了不同颗粒随破碎的发展特征粒径比 D60/D10 的

变化；Karimpour 等[24]在 3 种不同的初始应变速率下

进行蠕变试验，发现初始应变速率越大，试验后颗粒

破碎量也越大。这些研究主要力求通过确定性的研究

对多粒径组颗粒的破碎行为进行探讨。 
然而，由于多粒径组颗粒破碎的复杂性和影响因

素的多样性，确定性的研究方法在目前尚难全面考虑

各种因素，以至于产生了很多矛盾的结论。与此同时，

Ozkan 的工作值得关注。Ozkan 等[25]从随机过程的角

度入手，认为颗粒破碎的过程符合 Markov 过程，并

建立了一个用于描述级配演化的 Markov 模型；但模

型对破碎的随机过程阐述尚不完善；而假定某一粒径

颗粒破碎到其它不同的较小粒径概率的相等，与实际

情况相差较大；且模型引入了较多无明确物理含义的

参数，使得模型较为复杂。 
针对以上研究的局限性，本文将首先从概率统计

的角度入手，研究单一粒径组颗粒破碎的演化规律；

在此基础上，通过阐述多粒径组颗粒破碎的随机性，

建立能与有效的描述其破碎演化规律的 Markov 链模

型；并通过与试验数据的对比，进一步验证本模型的

合理性。 

2  单一粒径组颗粒破碎演化规律 
2.1  颗粒破碎概率 p 

从统计学的角度来说，颗粒破碎可以考虑为某一

概率事件，当颗粒所处条件发生变化时，颗粒将以概

率 p 破碎，以概率 q（q=1-p）保持原有状态。一些学

者对此开展了研究：McDowell[16]、Lobo-Guerrero [26]

研究表明颗粒的“存活概率”q和荷载之间符合Weibull
分布，刘瑜等[27]指出煤颗粒破碎概率随着冲击速度的

增加而增大，Ozkan 等[25]认为颗粒破碎概率和颗粒的

平均体积及粒径大小有关。对于岩土材料，某一粒径

颗粒的破碎概率当然是值得关注的，但更需值得注意

的是发生破碎的颗粒破碎到各较小粒径的分布状态，

本文称之为“破碎状态”，这是因为破碎状态的不同直

接对应着不同的级配曲线。 
而目前还没有相关文献研究颗粒的破碎状态，下

文将基于 Weibull 分布来描述颗粒的破碎状态，并通

过与试验数据的对比，验证其合理性。 
2.2  基于 Weibull 分布的颗粒破碎状态的描述 

对于任意由单一粒径组 Di（实际粒径大小为

Di-1～Di，下同）组成的材料，发生破碎时，将破碎到

较小粒径组 Dj（j=1，2，…，i-1），小于 Dj的颗粒累

计质量占总破碎质量的百分数为 F。在 Dj/Di-1-F 坐标

系中，如令 xij=Dj/Di-1，则 0＜xij≤1，0＜F≤1，可假

定其服从两参数 Weibull 分布，分布函数如下： 

         (1 )1 e

b
ij

ij

x
a xF
 

 
     。          (1) 

式中  a，b 为 Weibull 分布函数的两个参数。 
对式（1）进行求导可得到 Weibull 概率密度函数： 
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Weibull 概率密度函数 f 随着参数 a，b 的变化而

变化，如图 1 所示。 
对式（1）进行变形，可得  
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由试验数据能够很容易求出式（4）中的 X 和 Y，
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并通过式（4）得出参数 a，b，从而可以确定用于描

述破碎状态的 Weibull 分布函数式（1）。 

 

 

 

图 1 Weibull 概率密度函数 f 随 a，b 变化示意图 

Fig. 1 Variation of Weibull probability density function (PDF)  

with different parameters a, b 

从图 1 可看出，参数 b 为 Weibull 分布的形状参

数，决定了其概率密度函数的形态，在本文中即表示

为决定了单一粒径组颗粒破碎状态的总体情况；参数

a 为 Weibull 分布的尺度参数，决定了其概率密度的峰

值大小以及峰值点所对应的位置，在本文中即表示为

决定了单一粒径组颗粒最可能破碎到的粒径尺寸。 
2.3  试验验证 

本文总结了一些相关的试验结果，对所提出的

Weibull 分布函数进行验证。 
Bard[14]对粒径 10 mm 的石油焦分别开展了 5.0，

7.5，10，20，40，57，100 MPa 轴压下的一维压缩试

验，得到了破碎后的级配曲线，按式（4）进行拟合，

结果如图 2 所示，参数如表 1 所示。 
由图 2 和表 1 可以看出，在高应力的一维压缩试

验中，较大单一粒径组颗粒（10 mm）的破碎状态可

由Weibull分布函数准确的描述。将表 1得到的参数 a，
b 值代入式（2）可得到单一粒径石油焦在不同压力下

破碎状态的 Weibull 概率密度，如图 3 所示。 
表 1 石油焦颗粒破碎状态分布函数的参数 

Table 1 Parameters of crushing state for petroleum coke 

轴压/MPa 5 7.5 10 20 40 57 100 

a 1.55 1.52 1.02 0.79 0.51 0.33 0.29 

b 0.81 0.72 0.77 0.74 0.69 0.63 0.67 

R2 0.98 0.98 0.97 0.96 0.96 0.97 0.97 

 

图 2 石油焦颗粒破碎状态分布函数的线性关系 

Fig. 2 Linear relations of crushing state for petroleum coke 

 

图 3 一维压缩试验下石油焦颗粒破碎状态的 Weibull 概率密度 

Fig. 3 Weibull PDF of crushing state for petroleum coke under  

..one-dimensional compression test 

Coop 等[17]在有效竖向压力为 60～97 kPa 的条件

下，开展了 0.425 mm 钙质砂的环剪试验，得到了剪

切位移 分别为 9040%，23900%，31700%，37500%
时的级配曲线，按式（4）进行拟合，如图 4 和表 2
所示。 

 

图 4 钙质砂破碎状态分布函数的线性关系 

Fig. 4 Linear relations of crushing state for calcareous sand 
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由图 4 和表 2 可以看出，在环剪试验下，对于小

粒径的颗粒（0.425 mm），本文提出的方法能很好地

描述其破碎状态。同理可得到其破碎状态的 Weibull
概率密度，如图 5 所示。 

表 2 钙质砂破碎状态分布函数的参数 

Table 2 Parameters of crushing state for calcareous sand 
剪切应变/% 9040 23900 31700 37500 

a 2.171 1.284 1.516 0.990 
b 0.607 0.496 0.460 0.444 
R2 0.995 0.997 0.994 0.996 

 

图 5 环剪试验下钙质砂破碎状态的 Weibull 概率密度 

Fig. 5 Weibull PDF of crushing state for calcareous sand under  

ring shear tests 

Mayoraz[29]对 16 mm 砂岩进行最大荷载分别为 
0.5，1.0，3.0 MPa 的单调加载，按式（4）进行拟合，

如图 6 所示，参数如表 3 所示。 

 

图 6 砂岩颗粒破碎状态分布函数的线性关系 

Fig. 6 Linear relations of crushing state for sandstone 

表 3 砂岩颗粒破碎状态分布函数的参数 

Table 3 Parameters of crushing state for sandstone 

最大轴压/MPa a b R2 
0.5 10.870 0.209 0.972 
1.0  0.806 0.265 0.995 
3.0  0.296 0.234 0.998 

由图 6 和表 3 可知，对于更大粒径的颗粒（16 
mm），本文提出的方法能很好地描述其破碎状态。同

理可得到其破碎状态的 Weibull 概率密度，如图 7 所

示。 
由上所知，对于不同的岩土材料、试验条件和颗

粒大小、破碎状态存在一定的规律；用本文提出的两

参数 Weibull 分布函数能很好地对之描述。图 3，5，7
表明，随着应力（应变）的增加，a，b 的值越小，表

明破碎朝着细颗粒增多的方向发展。参数 a，b 还和材

料本身的性质等其他因素有关，其演化规律还需进一

步探讨。 

 

图 7 单调加载试验下砂岩颗粒破碎状态的 Weibull 概率密度  

Fig. 7 Weibull PDF of crushing state for sandstone under  

monotonic loading 

3  多粒径组颗粒破碎的演化规律 
多粒径组颗粒可以认为由多个单一粒径组颗粒均

匀混合而成，不同大小的颗粒会因接触面积的不同而

产生不同的接触应力，而单一粒径组的破碎状态符合

Weibull 分布，因此多粒径组颗粒破碎状态可以认为有

限个不同 Weibull 分布的叠加，为简化模型，本文假

设不同粒径颗粒符合相同的 Weibull 分布。 
3.1  有效破碎概率 s tp   

影响单一粒径组颗粒的破碎概率的因素很多，而

对于多粒径组颗粒来说，更难做到对每个粒径组颗粒

的破碎概率分别进行研究，实际上对于多粒径组颗粒

组成的真实岩土材料也不需要区分每个粒径组的破碎

概率，重要的是要从宏观上来描述材料的总体破碎情

况。为此，本文提出多粒径组“有效破碎概率” s tp  的

概念；其中，下标 s 表示材料所处的初始状态（应力、

应变等），下标 t 表示材料所处的最终状态（应力、应

变等）。需要说明的是，有效破碎概率虽然只是一个用

来描述总体破碎情况的宏观物理量，但是可以有效地

简化多粒径组颗粒破碎这一复杂问题的研究。 
3.2  Markov 链模型的提出 

如果说单个颗粒的破碎可视为一个概率事件，那

么由不同粒径大小颗粒组成的材料的破碎过程可视为

有限个单一粒径组颗粒破碎过程的叠加，若将颗粒材

料破碎过程离散为有限个时间点、有限个粒径组的破

碎过程，显然某一时刻 N，材料的颗粒级配只和 N-1
时刻材料的级配有关，而与 N-1 时刻之前的级配状态

无关，即材料的历史级配状态并不影响当前的级配状

态，那么颗粒破碎过程可视为 Markov 链。 
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3.3  Markov 链模型的建立 

选取岩土材料的 i 个拟界限粒径，从小到大依次

为 D1，D2，…，Di，定义 Markov 链{Xn，n∈T}，状

态空间 I={D1，D2，…，Di}。条件概率 pjk (n)= p{ Xn+1= 
Dk/ Xn= Dj }为 Markov 链{Xn，n∈T}在时刻 n 的一步

转移概率，其中 Dk，Dj∈I。gT(0)=（G1，G2，…，Gi）

为初始概率向量，即颗粒初始各级配百分含量向量；

gT(n)=[G1(n)、G2(n)，…，Gi(n)]为 n 时刻绝对概率向

量，即破碎进行 n 次后颗粒各级配百分含量向量。一

般所说的颗粒破碎为试验一次后破碎情况，即 n=1。 
由上述分析易得该 Markov 链的一步转移概率矩 

阵为 

21 s t

31 s t 32 s t

1 s t s t

1 s t 2 s t 3 s t 2 s t 1 s t

1 0 0 0 0 0
0 0 0 0

0 0 0

0k kl

i i i ii ii

p q
p p q

p p q

p p p p p q


 

 

    



 

 

      

 
 
 
 
 

  
 
 
 
 
 





      
  

      


，P  

(5) 
式中， kl 为破碎概率系数，其内涵为 Dk 粒径颗粒破

碎到 Dl 粒径颗粒的量与 Dk 粒径颗粒总的有效破碎量

之比，故有 
1

1
  ( 2  3  1 )

k

km
m

k i




  ，， ，   。       (6) 

由式（1）可求得 
1 0( ) ( ), 0kl kl kl kF x F x x    。        (7) 

初始概率向量与 n 时刻绝对概率向量有如下关系： 
gT(1)= gT(0)P。               (8) 

式（8）给出了试验后各粒径百分含量的计算方法，

其中，gT(0)为材料初始各粒径百分含量向量，P为破

碎概率矩阵。破碎概率矩阵含 3 个未知数：有效破碎

概率 s tp  以及 Weibull 分布函数的两个参数 a，b；其

中，a，b 可由上文的线性拟合方法求得， s tp  可由下

述方法得到： 
实际破碎后各级配的百分含量向量为 gT(1)= 

[G1(1)，G2(1)，…，Gi(1)]，同时由式（8）可获得相

应的计算值 gT(1t)=[G1(1t)，G2(1t)，…，Gi(1t)]，通过

最小二乘法可构造如下目标函数： 
2

t
1
[ (1) (1 )]

i

m m
m

y G G


    。        (9) 

对目标函数求导，即可求出相应的有效破碎概率

s tp  ，代入式（8）求得破碎后各粒径百分含量的计算

值，与实际测得破碎后各粒径百分含量的计算值进行

对比用来验证本文所提出的有效破碎概率及 Markov
链模型的合理性，具体结果将在下文进行分析。 

 

4  模型的验证 
为验证本文提出的模型，仍采用文献[14，17，28]

的试验数据。参数 a，b 的取值如表 1～3 所示，由最

终状态决定，如表 1 中 a7.5，b7.5 表示最终荷载为 7.5 
MPa 时的取值。验证结果如图 8～10 所示。 
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图 8 一维压缩试验下石油焦颗粒破碎状态的试验值与计算值 

Fig. 8 Comparison between calculated and measured crushing  

states for petroleum coke under one-dimensional  

compression tests 

图 8（a）～（d）表示以单一粒径石油焦颗粒在 5 
MPa 轴向应力下破碎后的级配作为初始级配，且分别

在 7.5，10，20，40 MPa 的轴向应力下进一步破碎后，

各粒径百分含量的试验值与计算值的对照；图 8（e）、
（f）表示以单一粒径石油焦颗粒在 10 MPa 轴向应力

下破碎后的级配作为初始级配，且分别在 20，40 MPa
的轴向应力下进一步破碎后，各粒径百分含量的试验

值与计算值的对照。各破碎过程的有效破碎概率如表

4 所示。 
表 4 一维压缩试验下石油焦颗粒的有效破碎概率 

Table 4 Effective breaking probabilities of petroleum coke under  

..one-dimensional compression tests 

p5～7.5 MPa p5～10 MPa p5～20 MPa p5～40 MPa p10～20 MPa p10～40 MPa 

0.262 0.378 0.51 0.691 0.262 0.471 

表 4 表明：初始应力一定，最终应力越大；或者

最终应力一定，初始应力越小，有效破碎概率越大。 
图 9（a）、（b）表示以单一粒径钙质砂颗粒在

 =9040%的剪切应变下破碎后的级配作为初始级配，

且分别在 =23900%，37500%的剪切应力下进一步破

碎，各粒径百分含量的试验值与计算值对照。图 9（c）
表示以单一粒径钙质砂颗粒在  =23900%的剪切应变

下破碎后的级配作为初始级配，且在  =37500%的剪

切应力下进一步破碎，各粒径百分含量的试验值与计

算值对照。各破碎过程的有效破碎概率如表 5 所示。 

 

 

 

图 9环剪试验下钙质砂破碎状态的试验值与计算值 

Fig. 9 Comparison between calculated and measured crushing  

state for calcareous sand under ring shear tests 

表 5 环剪试验下钙质砂的有效破碎概率 

Table 5 Effective breaking probabilities of calcareous sand under  

ring shear tests 

p9040%～23900% p9040%～37500% p23900%～37500% 

0.205 0.341 0.167 

表 5 表明，初始应变一定，最终应变越大；或者

最终应变一定，初始应变越小，有效破碎概率越大。 
图 10（a）、（b）表示以单一粒径砂岩颗粒在 0.5 

MPa 的最大荷载下破碎后的级配作为初始级配，且分

别在 1.0，3.0 MPa 的最大荷载下进一步破碎，各粒径

百分含量的试验值与计算值对照。图 10（c）表示以

单一粒径砂岩颗粒在 1.0 MPa 的最大荷载下破碎后的

级配作为初始级配，且在 3.0 MPa 的最大荷载下进一

步破碎，各粒径百分含量的试验值与计算值对照。各

破碎过程的有效破碎概率如表 6 所示。 
表 6 表明，初始最大荷载一定，最终最大荷载越

大或者最终最大荷载一定，初始最大荷载越小，有效

破碎概率越大。 
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图 10 单调加载试验下砂岩颗粒破碎状态的试验值与计算值 

Fig. 10 Comparison between calculated and measured crushing 

states for sandstone under monotonic loading 
表 6 单调加载试验下砂岩颗粒的有效破碎概率 

Table 6 Effective breaking probabilities of sandstone under  

monotonic loading 

p0.5～1 MPa p0.5～3 MPa p1～3 MPa 

0.339 0.600 0.375 

综上，图 8～10 表明本文提出的模型能较好地描

述各种试验条件下多粒径组颗粒破碎的演化规律。表

4～6 则说明在相同的初始应力（应变）条件下，颗粒

的有效破碎概率随着最终应力（应变）的增加而增加；

在相同的最终应力（应变）条件下，颗粒的有效破碎

概率随着初始应力（应变）的减少而增加。需指出的

是本文所说的多粒径组颗粒是由单一粒径组颗粒进一

步破碎得到的，对于任意的多粒径组颗粒因无法得之

其破碎状态，故不能直接代入模型计算，需进一步研

究。  

5  结    论 
本文对单一粒径组及多粒径组颗粒破碎的演化规

律进行了研究，得到以下 4 点结论。 
（1）提出了能描述单一粒径组颗粒破碎状态的两

参数 Weibull 分布函数，函数参数的演化与破碎的发

展存在对应关系。 
（2）建立了能描述多粒径组颗粒破碎演化规律的

Markov 链模型，结合试验数据，对模型进行了验证。 
（3）提出了有效破碎概率的概念，不仅能够从宏

观上描述破碎的发展，也能够使多粒径组颗粒破碎这

一复杂问题的研究得到简化。 
（4）进一步的研究可以从模型 3 个参数在不同荷

载及变形条件下的演化规律入手：如采用剑桥模型，

需进一步研究参数对屈服面位置及大小的影响等。 
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