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裂纹发生初始阶段的坚硬顶板内力变化和 
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摘  要：为研究超前裂纹对坚硬顶板内力变化的影响和顶板“反弹”、“压缩”特性，将煤壁前方煤层和直接顶视为

弹性地基，假定在裂纹发生初始阶段顶板上方荷载不变，以最大拉应变强度条件为裂纹发生条件，对初次来压前的坚

硬顶板进行分析，求得满足裂纹面边界条件、自然边界条件和连续条件的裂纹发生初始阶段顶板内力和挠度形式解中

全部系数。据所得表达式，采用 Matlab 软件给出算例。算例表明：①裂纹面在煤壁前方，其位置在见报导的顶板超前

断裂位置范围内。采空区的顶板下沉量随超前裂纹生长而明显地增大。在裂纹面附近区域顶板挠度发生反弹， 在反弹

区前方存在压缩区，与现场监测到的顶板“反弹”、“压缩”特性一致。②末排支护为顶板弯矩反弯点，随超前裂纹

生长，末排支护前方顶板上侧受拉弯矩全面减小，而其后方顶板下侧受拉弯矩全面增大。煤壁前方顶板剪力随裂纹生

长逐渐减小，煤壁后方顶板剪力不变。所得结果对于采场顶板状况的判断有一定的参考价值。 
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Abstract: To study the influence of advanced cracking on internal force of hard roof and rebound and compression properties 

of the roof, the coal seam and the immediate roof in front of coal wall are considered as elastic foundation, and the load above 

the roof is assumed to be invariable during the initial stage of cracking. The maximum strain is used as the criterion for crack 

occurrence. All coefficients for the internal force and deflection of hard roof at its initial stage of cracking due to the first 

weighting are derived to satisfy the boundaries of crack surfaces, natural boundaries and conditions of continuity. Numerical 

examples computed with MATLAB are presented. The results show: (1) Section of crack initiation is in front of coal wall, 

which can be seen from the reported scope of the advanced cracking location of the roof. The settlements of the gob roof 

increase remarkably with the development of cracks. The deflection of the roof in front of the cracked surface rebounds and 

also a compression region exists ahead of the rebound region, which agrees with the characteristics of the monitored field 

results. (2) The place of the end row supports is an unbending point. The values of the bending moments of the roof in front of 

the end row supports decrease entirely because of crack initiation, while those behind the end row supports increase. The shear 

forces in front of coal wall decrease because of crack initiation, while those behind coal wall are invariant. It has some reference 

value for the evaluation of stope roof condition. 
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0  引    言 
坚硬顶板于煤层开采后可大面积悬露，这使得顶

板最大弯矩在煤壁前方，而发生超前断裂。对于超前

断裂的坚硬顶板，工作面每经过断裂线都会受到不同

程度的冲击，且有工作面到达断裂线下方，当支架支

护力且岩层间摩擦力均不足时，顶板会在发生台阶式

下沉，造成压架或压、推垮事故。现场重视顶板断裂

线位置[1-9]的预测，为探讨开采中初次来压、周期来压

期间坚硬顶板上覆荷载和煤层支承力对坚硬顶板形

变、运动和超前断裂的影响，研究者做了包括现场实测、

相似材料模拟试验和数值模拟在内的大量研究[1-16]，取

得很多有价值、有意义的成果。 
在顶板发生超前断裂时曾检测到断裂线附近顶

板挠曲面发生反弹。据此特性，资兴矿务局周源山煤

矿[2]、门头沟煤矿[5]和卧龙湖煤矿[7]等利用顶板反弹信

息成功测定坚硬顶板的初次断裂位置；姜福兴等[5]绘

出门头沟矿顶板超前断裂前、断裂中和断裂后实测顶

板挠度分布状况如图1，其中反弹量最大值（曲线2）
为8 mm，位置在煤壁前方3.5 m处；谭云亮等[6]根据若

干矿山断裂顶板的监测资料，绘出顶板断裂线与反

弹位置关系（图2），指出反弹区前方还存在“压缩

区”[2-7]。目前尚未见有文献对从理论上对上述顶板“反

弹”特性有过描述。因此，从理论上对超前断裂引起

顶板“反弹”、“压缩”现象进行研究，完备、增强

人们对断裂顶板特性的认识，是一件有积极意义的工

作。 

 

图 1 门头沟矿顶板断裂时的反弹特性
[5] 

Fig. 1 Rebound property of roof at its cracking in Mentougou  

mine[5] 

钱鸣高等[10]对覆岩关键层上方荷载分布所作的

有限元分析表明，与煤层所受支承压力类似，除均布

荷载外，煤壁前方的顶板岩层也承受隆起分布的增压

荷载（图3）。实际煤层是变形体，煤壁前方稍远处煤

层处于弹性状态，煤壁附近煤层处于极限平衡状态或

软化状态。将煤壁近旁煤层作弹性地基处理与实际有

差异，但比一些文献按刚性地基处理要接近实际。 

 

图 2 坚硬顶板的断裂与反弹位置关系
[6] 

Fig. 2 Relation between cracking place and rebound place of hard  

roof[6] 

 

图 3 采场覆岩力学模型
[10] 

Fig. 3 Mechanical model for overlying strata[10] 

采场工作面很长，工作面中部顶板弯矩大，也最先

发生断裂[1, 7]，故可在图2采场中部沿推进方向取单位

宽岩层结构，对坚硬顶板的内力、挠度进行分析。按

此处理方法，李新元等[16]对受弹性地基支承的初次开

采后煤壁前方坚硬顶板的弯矩、挠度和超前断裂进行分

析。分析中顶板受超前线性分布增压荷载，最大荷载位

于煤壁上方；受到图3覆岩隆起增压荷载形式的启示，

潘岳等[17]将煤层–直接顶视为弹性地基，对初次来压

前坚硬顶板的力学特性进行分析，分析中顶板受荷载

峰位于煤壁前方的隆起增压荷载作用。 
李新元等[16]对顶板的断裂分析较为初步，潘岳等[17]

未对顶板的断裂进行分析。图4中顶板先发生超前断

裂，之后顶板回转于采空区跨中发生断裂。深度断裂时

顶板上覆荷载发生很大变化而难以确定，在裂纹发生初

始阶段顶板荷载变化很小相对容易确定，且顶板断裂与

顶板内力有关。本文拟在下一节参照图4顶板的断裂秩

序，给出顶板裂纹发生初始阶段的分析模型、顶板“反

弹”和内力变化研究基础及裂纹发生强度条件。 

 

图 4 坚硬顶板断裂后岩层结构和应力状态
[16]

 

Fig. 4 Constitution of surrounding rock and stress distribution  

after initial-fracturing of hard roof [16] 
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1  分析模型、研究基础与断裂强度条件 
1.1 分析模型 

沿图 2 中轴线取单位宽度岩层结构——岩梁，可

得开采后顶板裂纹发生前的分析模型如图 5 所示，图

5 中压力曲线为坚硬顶板层位所受的荷载曲线。隆起

的增压荷载大于远方的均布荷载，且隆起荷载的峰值

位置在煤壁前方，与煤壁距离为 l ，在远离荷载峰的

顶板荷载分别趋于均布荷载 1q ， 2q 。 

 

图 5 坚硬顶板初次来压前岩层结构及荷载状况 

Fig. 5 Constitution of surrounding rock and loading state of hard  

roof before first weighting 

在图 5 的 0 x l L≤ ≤ 和 0x≤ 区间上，可用 
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模拟图 5 左方顶板承受的隆起增压荷载。因为在定义

区间上 1( )f x ， 2 ( )f x 均为负指数函数，且注意到在

0x  处， 1 c1(0)f f ， 2 (0)f  c2f （ c1f ， c2f 为 1( )f x ，

2 ( )f x 的峰值），故可通过改变式（1）、（2）中的 c1f ，

c2f 值来调节图 5 增压荷载峰的大小。此外，还可通

过增减 c1x 或 c 2x 去调节 x l L  或 x  过程中，

1( ) 0f x  ，或 2 ( )f x 0 的缓急程度。若记 
1 c1 c1e/k f x ， 2 c 2 c 2e/k f x ，        (3) 

则以图 5 上o 点位置为原点，可写出图 5 左方坚硬顶

板层位岩层所受分布荷载的表达式分别为 
c1

c1
1 1 1 c1( ) ( ) e

x x
xF x q k x x




    (0 )x l L≤ ≤ ， (4) 
c2

c 2
2 2 2 c 2( ) ( )e

x x
xF x q k x x


     ( 0)x≤ 。  (5) 

式（3）～（5）中 1k ， 2k 单位为 N/m2，并有 

1 c1 2 c2q f q f   ，或 c1 c2 2 1 0f f q q    。 (6) 
式（6）可以保证图 5 原点上方顶板荷载的光滑连续性。 

假定采场两侧均有支护，则图 5 结构与荷载关于

采空区跨中截面正对称。由结构力学，正对称体系在

跨中截面的剪力为 0，即 ( ) 0Q l L  ；跨中截面转角

为 0，即 1( )y L l  0 。故可采用图 5 中的采空区部分

跨长为 L ，右端为定向支承的半结构图 6，来对裂纹

发生初始阶段的图 5 顶板进行研究。 

 

图 6 裂纹发生初始阶段坚硬顶板的半结构模型 

Fig. 6 Semi-constitution model for hard roof at its initial stage of  

cracking 

1.2  研究基础 

顶板断裂是在无裂纹顶板的基础上发生的。文献

[17]对荷载作用下无裂纹顶板的力学特性进行了分析。

本文以文献[17]中完好顶板内力和挠度的形式解为基

础，来对裂纹发生初始阶段的顶板行为进行分析。 
对图 5，假定地层刚度 0.8C  × 910 Pa ， 10 ml  ， 

2 40 mL  ；由文献[10]，煤壁前方坚硬顶板的荷载峰

值约为平均荷载的 1.21 倍，对于320 m采深，取 2 8q 
× 610  N/m， c2 20.21f q ；假定顶板重度 2500   
N/m3，厚 6 mh  ，取 1 0.15q  × 610  N/m，由式（6）
得 c2 1 c1 2f q f q   ；取控顶距 k 5 mL  ，支护力 o 1p 
× 610  N/m， k 1.2p  × 610  N/m；取式（4），（5）中

c 2x  8 m， c1 4 mx  。据文献[17]中弯矩表达式，用

Matlab 软件绘得裂纹发生前岩梁半结构弯矩分布如图

7。 

 

图 7 裂纹发生前的岩梁弯矩曲线
[17] 

Fig. 7 Curve of bending moments of rock beam before cracking[17] 

从图 7 弯矩曲线看到，大致以末排支护为界，在

末排支护前方岩梁主要承受使其向上弯曲的正弯矩；

从末排支护到采空区跨中载面，岩梁承受向下弯曲的

负弯矩；在 ˆ 7.796 mx  即煤壁前方 2.204 m处取得峰

值 max 5.54M  × 710 N m ；在 30 mx   处已接近 0
（ 增压 荷载的影响在 30 mx   已很小 ）；在

L l 30 m 处岩梁跨中弯矩为 ( ) 3.60M L l   ×
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710 N m ，因图 6 结构跨中剪力 ( ) 0Q L l  ，由弯矩

–剪力关系 ( )M x  ( )Q x ，跨中位置为负弯矩极值

点，弯矩曲线有水平切线。 
图 8 为同一荷载系列下与图 7 弯距曲线对应岩梁

剪力曲线。由弯矩–剪力关系 ( )M x  ( )Q x 知，图 8
中剪力曲线与零值虚线在7.796 m处的交点，与图 7 上
ˆ 7.796 mx  的弯矩峰位置相对应。以 ˆ 7.796 mx  为

界，在 x̂ 前方岩梁主要承受逆时针向正剪力；在 x̂ 后
方岩梁承受顺时针向的负剪力（规定岩梁向上弯曲弯

矩为正，故顺时针向剪力为负）；图中剪力曲线在

x  30 m 处接近 0，在3.27 m 处取得一峰值；在煤

壁处岩梁剪力的绝对值为最大。剪力曲线不光滑是因

为图 6 支护段两端荷载分布有突变。 

 

图 8 裂纹发生前的岩梁剪力曲线
[17] 

Fig. 8 Curve of shear of rock beam before cracking[17] 

1.3  裂纹发生的强度条件 

坚硬顶板裂纹发生条件可采用最大拉应力条件或

最大拉应变强度条件。如按最大拉应力强度条件，煤

壁前方顶板最大弯矩所在的截面 ˆ 7.796 mx  处岩梁

的上缘将出现裂缝。最大拉应力计算公式为 
max

max 2
t

ˆ( )
/ 6

M M x
W bh

     ，         (7) 

式中， tW 为岩梁抗弯截面模量，b 为梁宽。将 maxM   
75.54 10 Nm ， 6 mh  ， 1 mb  代入式（7），可得 

6
max 9.23 10 Pa     。            (8) 

最大拉应变所在的 x截面在最大拉应力截面 x̂ 的
附近。由材料力学，可写出最大拉应变公式： 

1 1 2 3[ ( )] E        。        (9) 

注意到沿图 2 中轴线取单位宽度顶板所成岩梁可

按平面应变问题处理及顶板上方荷载为压应力

1 1( )f x q  ，可得式（9）中的主应力分别为 
2

1

2 1 3 t 1 1

3 1 1

( ) ( ) ( 6) ,
[ ] [ ( ) ( ) ]
[ ( ) ]

tM x W M x bh
M x W f x q

f x q


    


 


     
   

 。 (10) 

将式（10）代入式（9），可得用弯距和岩梁上方

荷载表示的岩梁上侧面的拉应变表达式为 

 2
1 1 1

( )( ) (1 ) (1 ) ( ) /
t

M xx f x q E
W

   
 

     
 

。(11) 

据式（11）用 Matlab 绘得岩梁上侧最大拉应变曲

线如图 9 所示，图 9 中对于 0.2  的曲线 1，最大拉

应变在 7.535 mx  即煤壁前方 2.465 m处取得峰值： 
4

max 1 3.95 10       。          (12) 

 

图 9 岩梁上侧最大拉应变图 

Fig. 9 Curves of tensile strain at upper side of rock beam 

在一些文献记载有大致的坚硬顶板超前断裂位

置。其中文献[5，7，8]记载的超前断裂位置出现煤壁

前方 2～3 m 处，且煤质越硬，裂缝与煤壁的距离越

近。由文献[18]，坚硬岩石裂缝出现时的拉应力和拉

应变大致为 
max

4
max 1

(9 ~ 10)MPa  

(3 ~ 4) 10  



  




  

，

。
       (13) 

式（8）、（12）与式（13）的比较表明，可以将图

7 左上所示荷载作为图 5 岩梁发生超前裂纹的荷载系

列。 
由于受到周边煤岩体限制，裂纹不是一出现立即

贯穿顶板，而是在工作面推进、放炮等采动影响下逐

步扩展的。休班期间裂纹停止扩展或处于微扩展中。

裂纹发生是微观行为，在裂纹微扩展中岩梁裂纹面原

本承受的弯距、剪力在逐步减小。本文研究重点是最

大拉应变载面裂纹发生初始阶段整个岩梁（或顶板）

的挠度和内力的变化，而不是裂纹尖端的微观行为。

故可用裂纹载面逐步减小的弯距、剪力为边界条件对

整个岩梁内力和挠度变化的研究，来替代裂纹尖端应

力场对整个岩梁内力和挠度变化的研究。 
由上所述，可写出在裂纹发生初始阶段，最大拉

应变截面 x上岩梁弯距，剪力边界条件为 

  
22 21

22 21

( ) ( ) ( ) 
( ) ( ) ( ) 

0.8 1 

EI y x kM x EI y x
EI y x kQ x EI y x

k

   
   



  
  

，

，

≤ ＜ 。

     (14) 

由图 7，8 可得 7.535 mx  截面上， ( )M x  5.52
× 710 N m ， 6( ) 1.03 10 NQ x   。式（14）中规定

k≥0.8，表示裂纹深入岩梁表面很浅，岩梁还可以传
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递较大弯矩和剪力，故用 0.8 1k≤ ＜ 定义顶板处于裂

纹发生初始阶段。图 5，6 模型中顶板处于某一深度，

埋深定了，顶板上方荷载也就基本确定。注意到文献

[2，6～10]记载裂纹发生时顶板挠度有反弹现象，故

可假定裂纹发生初始阶段岩梁上方荷载不变。 
本文拟以图 6 为岩梁破裂模型，以最大拉应变强

度条件为岩梁破裂条件，式（14）为裂纹面边界条件，

在文[17]的基础上对初次来压前受弹性地基支承的，

裂纹发生初始阶段坚硬顶板内力变化与其“反弹”特

性从理论上进行分析与描述。分析中假定岩梁上方荷

载不变（即始终为图 7 左上所示荷载系列）。 

2  顶板挠度方程的形式解与边界条件 
将图 6 中 x截面左侧 (  0]， 区段和 [0  ]x， 区段

岩梁的挠度方程分别记为 23( )y x ， 22 ( )y x 。将 x截面右

侧 [ ]x l， 区段和[ ]l l L， 区段岩梁的的挠度方程分别

记为 21( )y x ， 11( )y x 。 
挠度微分方程与边界条件无关，图 6 裂纹模型中

( , 0] 区段上单元长度岩梁的微分挠度方程同文

[17]，积分后有相同的挠度方程形式解（形式解中待

定系数由边界条件确定，故裂纹模型形式解中的待定

系数要全部重新运算确定。）参照文献[17]，(  0]， 区

段弹性地基梁的挠度方程 23( )y x 的形式解为 
2

23 1 2 4( ) e ( cos sin )
4

x qy x d x d x
EI

  


   

c2

c2

5
c 2 c22

4 4 4 4
c2 c2 c2

4 e
1 4 1 4

x x
xx x xk

EI x x x 

 
    

  ( 0)x≤ 。 

                    (15) 
与 23( )y x 形式解有相同理由，参照文献[17]，图 6

裂纹面左侧 [0, ]x 段有限长弹性地基梁挠度方程的形

式解为 

22 3 4( ) sin sinh sin coshy x d x x d x x       

1
5 6 4cos sinh cos cosh

4
qd x x d x x

EI
   


    

c1

c1

5
c1 c11

4 4 4 4
c1 c1 c1

4 e
1 4 1 4

x x
xx x xk

EI x x x 


 

   
， 

         (0 )x x≤ ≤   。            (16) 
类似于式（16），图 6 裂纹面右侧[  ]x l， 段有限长

弹性地基梁挠度方程的形式解可写为 

21 3 4

1
5 6 4

( ) sin sinh sin cosh

cos sinh cos cosh
4

y x d x x d x x
qd x x d x x

EI

   

   


  

  

 

   

c1

c1

5
c1 c11

4 4 4 4
c1 c1 c1

4 e
1 4 1 4

x x
xx x xk

EI x x x 


 

   
 

( )x x l≤ ≤   。              (17) 

图 10 为图 6 悬空部分的隔离图。从图 10 左端对

图中任一 x 截面写出的弯矩方程同文献[17]，积分两

次可得图 6 采空区的岩梁挠度方程形式解： 
2 3 4 51

11 1 c1( ) ( ) ( ) ( )
2 6 24

l lM Q qEI y x x l x l x l k x       

c1

c1

2

c1 c1 c1

c1 c1 c1

4 e 2 2
x x

xx x l x l x
x x x


                     

        
c1

c1

32
c1 c1

2
c1 c1 c1

1 1 e
2 6

l x
xl x x xx

x x x


           

     
4

5o o
1 2

( ) ( )
( )

24 120
k

k

p x l p p x l c x c
L

 
      

k( )l x l L≤ ≤   ，           (18) 
而[ , ]kl L l L  区段悬空岩梁挠度方程的形式解为 

2 3 4 51
12 1 c1( ) ( ) ( ) ( )

2 6 24
l lM Q qEI y x x l x l x l k x       

c1

c1

2

c1 c1 c1

c1 c1 c1

4 e 2 2
x x

xx x l x l x
x x x


                     

        
c1

c1

32
c1 c1

2
c1 c1 c1

1 1 e
2 6

l x
xl x x xx

x x x


           

     
3 3

2 k o kk
o k

( )( ) ( )( )
6 4 2 6

p p LLx l x lp L x l   
     

  
 

2
k

3 4
( )

3
L x l c x c


 


  ， k( )l L x l L ≤ ≤  。   (19) 

式（15）～（19）中的E 为平面应变条件下顶板

弹性模量， I 为单位宽度顶板的惯性距，    
1 4[ /(4 )]C EI 。式（18）、（19）中 lQ ， lM 为图 10 中 x l

处的弯距、剪力。与文献[17]相比，本文多了方程式

（17）、系数 3d ～ 6d 和边界条件式（14），故式（15）、
（16）、（18）、（19）系数 1d ～ 6d ， 1c ～ 4c 与文献[17]
中对应关系式系数的求法不同，所得系数的数值结果

将是完全不同。 

 

图 10 岩梁的隔离体图 

Fig. 10 Isolating body of rock beam 

由图 10 的平衡条件 0yF  可得 
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c1

c1
1 1 c1 o k( )e d

x x
L l x

l l
Q q L k x x x p L




      

c1

c12o k c1
1 1 c1

c1

( )
1 e

2

l x
xkp p L l xq L k x

x


  

    
 

 

c1

c1c1 o
o

c1

( )
1 e

2

L l x
x k k

k
L l x p p Lp L

x

 
    

   
  

，(20) 

图 10 及式（18）、（19）中的 lM 为未知待求量。 
式（15）～（19）中的系数 1d ～ 6d ， 3d ～ 6d ， 1c ～

4c ，要据裂纹面条件式（14）和 0x  ，x l ， kx l L 
及岩梁跨中截面的位移和内外力连续条件 

23 2 23

23 22 23 22 23

22 23 22

21 11 21 11 21

21

11 12

( ) / ( ) 0
(0) (0) (0) (0) (0)

    (0)  (0) (0) 
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

   ( ) /  
( ) ( )

l l

k k

y q C y
y y y y y
y y y
y l y l y l y l y l
M EI y l Q EI

y l L y l L y

   

    
  

    
  

  

    


  

① ，  ，

② ， ，

， ，

③ ， ，

/ ， ，

④ ，11

12

12

( )
    ( ) 

( ) 0, ( ) 0

k

k

l L
y l L

Q l L y l L









 


  
    


 

，

⑤

(21) 

来求解。 
对式（15）～（19）求 2，3 阶导数，再分别代入 

( ) ( )M x EI y x   ，             (22) 
( ) ( ) ( )Q x M x EI y x   ，        (23) 

可得各区段弯矩和剪力表达式，限于篇幅不写出显式。 

3  挠度方程形式解中待定系数的确定 
3.1  式（18）、（19）中待定系数 1c ～ 4c 间的关系式 

由式（21）中第⑤个的 12 ( ) 0y l L   条件，可得式

（19）中的 3c ，即有 
2

3 12
l

l
Q Lc M L D     ，            (24) 

其中： 
23

4 c1 c11
1 1 c1

c1 c1

1 1
6 2

l x L l xq LD k x
x x

           
  

  

c1

c1

2

c1 c1

c1 c1 c1

2 2 e
l x

xl x l xL l
x x x


            

      
 

c1

c1

2
c1 k

o k
c1

3 e
2 2

L l x
xL l x L LLp L

x

 
            

   
 

2
k o k k( ) 2

2 2 3
p p L L LL 

 
 

 。                  (25) 

对式（18）、（19）的一阶导数，并据式（21）条

件④中 11 k 12 k( ) ( )y l L y l L     ，可得 

 
3 3

o k o k
3 1

( )
6 8

kp L p p Lc c 
      。    (26) 

对式（18）、（19），由式（21）条件④中 11 k( )y l L   

12 k( )y l L ，可得 
4 4

o k k o k
4 1 3 k 2

11( )
( )( )

8 120
p L p p Lc c c l L c 

         。 (27) 

3.2  系数 3d ～ 6d 和 1c ～ 4c 的确定 

将式（17）的 2，3 阶导数代入裂纹面边界条件式

（14），解代数方程可将 5d ， 6d 用 3d ， 4d 表示为 

5 3{ [sin cos sinh cosh ]d d x x x x            
2

4 2sinh [sin cosh cosd x D x x x           
2

3sinh ] sin sinh } sinx D x x x          ，   (28) 
2

6 3 4{ cosh [sin cos sinhd d x d x x x              

2cosh ] [sin sinh cos cosh ]x D x x x x            
2

3 sin cosh } sinD x x x        。            (29) 
式（28）、（29）中， 

1 c1
2 12 2

c1

1
2 2

A xkM xD B
EI x 

 
    

 

    ，    (30) 

1
3 13 3

c1

2
2 2

AkQ xD B
EI x 

 
    

 

    ，     (31) 

2
1 c1 c1 c1

1 4 4
c1

exp[ ( ) ]
(1 4 )

k x x x xA
EI x

 



   。        (32) 

由式（17）、（18）及其 1～3 阶导数，并据式（21）
条件③中 x l 时的挠度、倾角、弯矩和剪力连续条件，

可写出以下 4 个关于 3d ～ 6d ， lM 的代数方程： 

3 4[ sin sinh sin coshd l l d l l       

5 6 4cos sinh cos cosh ]d l l d l l D        

1 2
5

c l c D
EI EI

  
     ，                      (33) 

3{[cos sinh sin cosh ]l l l l d       

4[cos cosh sin sinh ]l l l l d      

5[cos cosh sin sinh ]l l l l d      

6 6[cos sinh sin cosh ] }l l l l d D       

1
7

c D
EI

 
    ，                          (34) 

2
3 42 {cos [ cosh sinh ] sinl d l d l l         

  5 6 8[ cosh sinh ]} lMd l d l D
EI

        ，   (35) 
3

32 {[cos sinh sin cosh ]l l l l d       

4[cos cosh sin sinh ]l l l l d      

5[cos cosh sin sinh ]l l l l d      

6 9[cos sinh sin cosh ] } lQl l l l d D
EI

   


    。(36) 

式（33）～（36）中， 
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2
c11

1 4 4
c1

e
1 4

l x
x

l
xkA

EI x







  。      (43) 

通过式（24），式（26）中的 1c 可用 3c 表示。通过

式（26），式（34）中的 3c 可用 lQ ， lM 表示。由于 lQ
已知， 5d ， 6d 用 3d ， 4d 表示，故式（34）～（36）
是关于 lM ， 3d ， 4d 的三元一次方程组。 

通过由式（24）、（35）消去 lM 后得到的关系式，

再由该关系式结合式（36），可解得 3d ， 4d 为 

1 22 2 12
3

11 22 12 21

11 2 21 1
4

11 22 12 21

 

 

b a b ad
a a a a

a b a bd
a a a a


  


   

     
     

，

，

          (44) 

其中， 

11 [cos sinh sin cosh 2 cos cosh ]a l l l l L l l         
[cos cosh sin sinh 2 sin cosh ]l l l l L l l        
[sin cos sinh cosh ] [cos sinhx x x x l l          

2 2sin cosh 2 sin sinh ]cosh / sinl l L l l x x        ， 
(45) 

12 sinh ] [cos cosh sin sinh 2a l l l l l L           
2sin cosh ]sinh [cos sinh sinl l x l l l         

cosh 2 sin sinh ][sin cosl L l x x         
 2sinh cosh ] / sinx x x       ，             (46) 

21 [cos sinh sin cosh ] [cos cosha l l l l l l          
sin sinh )] [sin cos sinh cosh ]l l x x x x          

2 2[cos sinh sin cosh ]cosh / sinl l l l x x       ， 
(47)  

22a  [cos cosh sin sinh ] [cos coshl l l l l l         
2sin sinh ]sinh [cos sinh sinl l x l l l         

 2cosh ][sin cos sinh cosh ] / sinl x x x x x         ，                               
(48) 

1 10 [cos cosh sin sinhb D l l l l         

112 sin cosh ] [cos sinhL l l D l l       

12sin cosh 2 sin sinh ]l l L l l D       ，     (49) 

9
2 113 [cos cosh sin sinh ]

2
lD EI Qb l l l l D

EI
   




   
   

12[cos sinh sin cosh ]l l l l D       。     (50) 

式（49）、（50）中， 
2 3 3

o k o
10 1

( )1
2 6 8
l k kQ L p L p p LD D

EI
 

     
 

   

6 7
8

D D L D
 



     ，                    (51) 

11 2{ [sin cosh cos sinh ]D D x x x x             
2

3 sin sinh } sinD x x x        ，            (52) 

12 2{ [sin sinh cos cosh ]D D x x x x             
2

3 sin cosh } sinD x x x        。           (53) 

式（45）～（53）的右端均为已知量，故由式（44）、
（28）、（29）知， 3d ～ 6d 已全部确定。将 3d ～ 6d 代

入式（34）、（35）、（33）可确定 1c ， lM ， 2c 。将 1c ，

2c 代入式（26）、（27）可确定 4c ， 4c 。 
3.3  式（15）、（16）中待定系数 1d ～ 6d 的确定 

与得到式（28）、（29）的过程类似，将式（16）
的 2，3 阶导数代入式（14），可将 5d ， 6d 用 3d ， 4d 表

示为 

5 3{ [sin cos sinh cosh ]d d x x x x          
2

4 2sinh [sin cosh cosd x D x x x          
2

3sinh ] sin sinh } sinx D x x x          ，    (54) 
2

6 3 4{ cosh [sin cos sinhd d x d x x x            

2cosh ] [sin sinh cos cosh ]x D x x x x            
2

3 sin cosh } sinD x x x        。            (55) 

对挠度方程式（15）、（16）及其 1，2，3 阶导数，

据式（21）条件②中 0x  的挠度、倾角、弯矩和剪力

连续条件，可写出关于 1d ～ 6d 的 4 个代数方程，解得 
2

4 4e xd D    ，            (56) 
3 4 5d d D    ，              (57) 

3 31 2
1 6 1 c1 1 2 c 2 24 ( 1) ( 1)

4
q qd d A x B A x B

EI


      ，(59) 

1 c1 1 2 c 2 2
2 3 2

( 1) ( 1)
2

A x B A x Bd d


  
    。     (58) 

式（56）～（58）中， 

4 2[sin cos ][sinh cosh ]D D x x x x            

3 5sin [sinh cosh ] [sin cosD x x x D x x             
2 2

6sinh cosh cosh ] sinx x x D x         ， (59) 
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5D 
2 2

1 c1 1 2 c2 2 1 c1 1 2 c 2 2
2

( 1) ( 1)
2 2

A x B A x B A x B A x B
 
   

   

1 1 2 2
3

( 2) ( 2)
4

A B A B


  
 ，                 (60) 

3 31 2
6 1 c1 1 2 c2 24 ( 1) ( 1)

4
q qD A x B A x B

EI


       

2 2
1 c1 1 2 c2 2 1 1 2 2

3

( 2) ( 2)
2 4

A x B A x B A B A B
 
   

  ， (61) 

1 4 4
c1

2 4 4
c 2

2 1
c11

1 4 4
c1

2 1
c22

2 4 4
c 2

4  
1 4

4  
1 4

e
1 4

e
 

1 4

B
x

B
x

xkA
EI x

xkA
EI x













  


  




  

，

，

 ，

。

           (62) 

将 3d ， 4d 代入式（54），（55）可得 5d ， 6d 。至此，

挠度方程式（15）～（19）中 14 个待定系数已完全确定。 

4  顶板内力变化及其“反弹”特性算例 
需要说明，实际采场岩层状况和岩性复杂，非理

想模型所能完全替代。第 2，3 节解的应用是采用

Matlab 软件，据所求得的系数 1d ～ 6d ， 3d ～ 6d ， 1c ～

4c 和式（15）～（19），（22），（23），进行数值计算

和绘图分析，从理论上阐述裂纹发生初始阶段的顶板

内力变化趋势与顶板的“反弹”、“压缩”特性。 
4.1  裂纹发生初始阶段顶板中部的弯矩变化 

图 11 中 1k  的弯矩曲线 1 同图 7，为尚未发生裂

纹时的岩梁弯矩图；图 11 中曲线 2，3 为相同荷载参

数下，受采动影响而启动的坚硬顶板裂纹发生初始阶

段，即图中裂纹截面（ 7.535 mx  ）尚能传递原截

面的 0.9 和 0.8 倍弯矩值、剪力值时的岩梁弯矩图。

从图 11 曲线 2，3 看到，因裂纹发生，末排支护前方

使岩梁向上弯曲的正弯矩值全面减小，从末排支护到

采空区跨中截面使岩梁向下弯曲的负弯矩的绝对值 

 
图 11 裂纹发生初始阶段的岩梁弯矩变化  

Fig. 11 Variation of bending moment of rock beam at its initial  

stage of cracking 

全面增大。在 25 mx   前方 3 条曲线趋于重合，这

是由于煤层—直接顶基础的支承，使 7.535 mx  截面

裂纹的影响在 25 mx   前方有很大减弱。 
利用 Matlab 绘图的精确放大功能，从图 11 得到

裂纹面 x附近弯矩曲线的放大图为 12。图 12 中在裂

纹面 x处曲线 2，3 的弯矩值是 4.97 ， 4.42 × 710  
N m ，分别为裂纹出现前的曲线 1 之 x截面弯矩值

5.52 × 710  N m 的 0.9 和 0.8 倍。 

 
图 12 裂纹部位的弯矩放大图 

Fig. 12 Enlarged drawing of bending moment at cracking part 

4.2  裂纹发生初始阶段顶板中部的剪力变化 

图 13 为与图 11 中各弯矩曲线对应的岩梁剪力曲

线，其中的曲线 1 同图 8。因裂纹发生，图 13 中裂纹

面 x前方曲线 2，3 的剪力值全面减小，在 25 mx  
前方 3 条曲线趋于重合；岩梁剪力在煤壁截面

( 10 mx  )处取到最大值 1.138 × 710 N 。图 13 中从

煤壁到采空区跨中( 30 ml L  )，3 条曲线相重合，

是因为岩梁裂纹模型图 6 中该区段的荷载不变，故该

区段每一截面上 3 条曲线的剪力值都相同。 

 
图 13 裂纹发生初始阶段的岩梁剪力变化  

Fig. 13 Variation of shear of rock beam at its initial stage of  

cracking 

图 14 为从图 13 中得到的裂纹面 x附近岩梁剪力

曲线的精确放大图。在裂纹面( 7.535 mx  )曲线 2，3
的剪力值是 9.30 ，8.27 × 510 N ，分别为裂纹出现前

曲线 1 上 x面剪力值10.36× 610 N 的 0.9 和 0.8 倍。 
4.3  顶板挠度变化与顶板“反弹”、“ 压缩”特性 

图 15 中的曲线 1，2，3 为与图 11 中岩梁弯矩曲

线对应的岩梁挠度曲线。由于岩梁在 7.535 mx  截面

传递弯矩、剪力的能力从 1 倍降低到 0.9 和 0.8 倍，

故曲线 2，3 在裂纹面 x后方的岩梁挠度明显增大；在
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30 ml L  的岩梁跨中，达到曲线 1，2，3 各自的

最大值 29.0，32.0，34.8 mm。由于裂纹发生与扩展，

曲线 2，3 的跨中挠度比曲线 1 的跨中挠度分别增大

了 2.8，5.8 mm。与现场顶板超前断裂后，顶板回转，

采空区顶板下沉量明显增大特性一致。 

 
图 14 裂纹部位的剪力放大图 

Fig. 14 Enlarged drawing of shear at cracking part 

 
图 15 裂纹发生初始阶段的岩梁挠度变化  

Fig. 15 Deflection changes of the rock beam at its initial stage of  

cracking 

图 16 为图 15 中裂纹面 x附近挠曲线的精确放大

图。从图 16 看到，岩梁未发生裂纹时的挠曲线 1 为

光滑曲线。3 条曲线在 2.43 m 和 8 m 附近发生交叉。

曲线 2，3 在裂纹面 x呈小折角，使得岩梁挠度减小

或顶板发生“反弹”，反弹量为 1～2 mm；图 16 中曲

线 2，3 在 2.43 mx  前方位于曲线 1 下方，呈“压缩”

状。从而形成裂纹面 x附近的岩梁挠度“反弹”区及

其前方的“压缩”区，与姜福兴等[5]、谭云亮等[6]、

黄洋等[7]在工程中实际监测得到的断裂顶板“反弹”、

“压缩”顺序及曲线交叉点位置关系完全一致（详见

图 1 中曲线 1，2 和图 2）。 

 
图 16 裂纹发生部位顶板反弹特性放大图  

Fig. 16 Enlarged drawing of rebound and compression property of  

.roof at cracking part 

与门头沟矿顶板断裂反弹量[5]相比，图 16 中反弹

量小是因为顶板处于裂纹发生初始阶段。 

5  结    论 
本文将煤壁前方煤层和直接顶视为弹性地基，在

文[17]无裂纹顶板内力和挠度表达式的基础上，以最

大拉应变强度条件为顶板破裂条件，在假定裂纹发生

初始阶段顶板上覆荷载不变的条件下，对初次来压前

超前裂纹发生初始阶段的顶板内力变化和“反弹”特

性进行分析，通过Matlab算例分析得到以下 4点结论。 
（1）所得到裂纹发生初始阶段的五段式弯矩曲线

光滑连续，挠度、剪力曲线分段光滑连续，满足裂纹面

边界条件式（14）及式（21）所有的连续和边界条件。 
（2）按最大拉应变强度条件确定的裂纹面在煤壁

前方，其位置在现场报导的顶板超前断裂位置范围内。

采空区顶板下沉量随煤壁前方裂纹发生、扩展明显地

增大，在采空区跨中顶板下沉增量达到最大，与现场

通常的观察结果一致。在裂纹面附近区域顶板挠度发

生反弹，在反弹区前方存在压缩区，与现场监测到的

顶板“反弹”、“压缩”特性一致。 
（3）末排支护为顶板弯矩反弯点，随煤壁前方裂

纹生长，末排支护前方顶板向上弯曲的正弯矩全面减

小，而其后方顶板向下弯曲的弯矩全面增大（其趋向

将导致顶板采空区跨中截面出现裂纹）；煤壁前方顶板

剪力随裂纹生长逐渐减小，煤壁后方顶板剪力不变。 
（4）从本文结果可导得基于最大拉应力强度条件

的顶板裂纹发生初始阶段坚硬顶板内力、挠度变化，

在相应解中煤壁前方裂纹位置要略接近煤壁。现场通

过测量顶板“反弹”、“压缩”（下沉）量及其速度变

化，去反演顶板断裂位置。对于存在“多断来压”的

坚硬顶板，用反弹频率和次数作为来压预报指标。本

文从理论上阐明了来压前顶板存在“反弹”、“压缩”

特性，达到增强人们对于断裂顶板特性认识的目的。 
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