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倾斜入射地震波作用下成层场地动力反应的 
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摘  要：为提高成层半空间自由波场的一维化时域方法的计算效率和精度，分析了 SH 波在层状介质中的传播方式、旅

行时间和反射系数等问题，基于惠更斯–菲涅耳波动观点，将波阻抗界面看作次级子波源（简称为界面子波），提出了

倾斜入射地震波作用下成层场地动力反应的界面子波算法，并通过模型试算验证了此方法的正确性。与常规数值法相

比，此方法无需划分网络单元，也无需处理人工边界条件，从而极大地减少了计算工作量和节点之间的传递误差，具

有速度快、精度高、稳定性好等特点，是一种计算成层场地动力反应的实用方法。 
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Interfacial wavelet algorithm for dynamic response of horizontal layered            
site due to inclined seismic waves 
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Abstract: Some properties of SH waves in layered media are analyzed such as propagating path, reflecting cofficent and 
travelling time in order to improve the accuracy and efficiency of 1-D finite element method dealing with seismic response 

problem of horizontal layered site for inclined SH waves in time domain. Based on the Huygens wave principle, impedance 
interfaces are regarded as the secondary sources or wavelet sources, which are called interfacial wavelets. The relation between 

interfacial wavelets can be expressed as a group of time delay equations, and the motion of interfaces can be obtained by solving 
the time delay equations. The earthquake motion can be ascertained from surface wavelets. The new method is called an interfacial 

wavelet algorithm and demonstrated by two corresponding numerical models. When using this method, mesh divisions and 
artificial boundary conditions need no treatment so that computing amount and transmission errors between nodes are reduced 

greatly. It is very fit to solve seismic response in layered media. 
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0  引    言 
近年来，研究地震波斜入射作用下的动力反应成

为一个热点问题。在过去很长一段时间内，认为来自

基岩的地震体波是垂直向上传播的，并假定从基岩到

地面的土体为水平成层介质。地震反应分析简化为一

维波动问题，波场的计算可以在时域实现。但是，越

来越多的研究表明[1-2]，地震波通常以某个角度传播到

近场，将近场地震波视为垂向传播不仅与实际情况明

显不符，而且斜入射地震波对基岩土体及其地面建

（构）筑物的作用与垂直入射地震波的情形明显不同，

因此考虑地震波斜入射的动力反应更为合理。 
按照所研究对象的不同，大致可将地震波斜入射

作用下的动力反应问题分为两类。一类是研究斜入射

地震波作用下平缓场地或复杂山地的场地效应[3-10]；

另一类则是研究斜入射地震波作用下大坝、大跨度桥

梁、长大隧道、高塔等重大工程结构的地震响应[11-16]。 
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为了在时域内实现对地震波斜入射时成层半空间

自由波场的计算，刘晶波等首次提出了计算自由波场

的一维化时域算法[3]。此方法是一种按时间显式递推

的数值算法，在时间上采用有限差分方法，在空间上

则应用有限元方法，主要创新之处在于应用斯奈尔

（Snell）原理，建立了地震波在传播过程中旅行路径

与时间的关系，从而将二维波动问题转换成一维波动

问题，此后赵密等又改进人工边界条件[4]，提高了计

算精度。实际上，这一方法仅仅利用了地震波的运动

学特性，如果将地震波在波阻抗界面处的动力特性应

用到此方法，例如计算广义反射透射系数方法[17-18]，

则可以直接计算界面处的波场，而无需再划分有限元

网络单元，据此可以进一步提高一维化时域方法的计

算效率和精度。 
基于上述思想，本文以斜入射 SH 平面波为例，

根据平面波在波阻抗界面处的反射、透射关系及其到

达相邻界面的传播时间建立关于界面振动的数学表达

式，提出了一种计算成层半空间自由面波场的新方法。

因为按照惠更斯–菲涅耳波动原理，可将地震波作用下

的波阻抗界面视为新的子波源（或次波源），本文称之

为界面子波，所以相应地把这种计算水平成层场地动

力反应方法称为界面子波法。 

1  成层介质中的平面波 
1.1  二维波动方程 

层状介质中平面波场的复杂程度与入射方式有密

切关系。当平面波以垂直介质层面入射时，则介质中

的反射波和透射波都沿着同一条直线往返传播，此类

波场问题属于一维波动问题；而在大多数情况下，平

面波则是以倾斜方式入射，所形成的平面波不仅在各

层内上下往复反射，而且还沿着顺层方向传播，传播

路径总体上为呈折线形（如图 1 所示），此种情况下的

波场属于二维波动问题，通常需要应用二维波动方程

进行数值计算。 
图 1 是斜入射 SH 波的水平层状介质波场模型。

图中， i ，vi，hi分别表示第 i 层介质的密度、速度和

厚度。波场计算方法与声波类似，其表达式为 
2 2 2

2 2 2 2

1u u u
x y v t
  

 
  

  ，         (1) 

式中，u 为波场值，v 为波速，t 为时间。 
1.2  平面波的反射与透射 

在层状非均匀介质中，存在若干个非连续波阻抗

界面。当平面波遇到这些波阻抗界面时，将产生反射

与透射现象，其中一部分能量会反射回来，形成反射

波；另一部分能量透射出去，形成透射波。图 2 为斜

入射 SH 波在波阻抗界面处的反射与透射情况。图中，

y 轴为波阻抗界面，上、下两层介质 SH 波的传播速度

分别为 v1，v2，介质密度分别为 ρ1，ρ2。SH 波入射角

为 θ2，反射角为 θ2，透射角为 θ1。 

图 1 倾斜入射条件下成层半空间的 SH 波场 

Fig. 1 SH wave field of layered half-space caused by oblique  

incidence 

在地震学中，将反射波振幅与入射波振幅之比定

义为反射系数，将透射波振幅与入射波振幅之比定义

为透射系数。如图 2 所示，如果将 SH 波从第 2 层介

质进入第 1 层时，在波阻抗界面处的位移反射系数用

2,1R 表示，透射系数用 2,1T 表示，则可得到地震学中众

所周知的数学表达式： 
2 2 2 1 1 1

2,1
2 2 2 1 1

2 2 2
2,1

2 2 2 1 1 1

cos cos
cos cos
2 cos
cos cos

v vR
v v

vT
v v

   
   

 
   

   


 

 ，    (2) 

显然， 2,1R 与 2,1T 之间存在如下关系： 
2,1 2,11 R T    。                 (3) 

式（2）表示，当 SH 波从第 2 层介质经过波阻抗

界面进入第 1 层时，反射波位移等于入射波的 2,1R 倍，

透射波位移则为入射波的 2,1T 倍。 

 
图 2 SH 波的反射和透射 

Fig. 2 Reflection and refraction of SH waves at an interface 
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推而广之，如果将平面波从第 i+1 层进入第 i 层
的反射系数和透射系数分别用 Ri+1,i和 Ti+1,i表示，则据

式（2）可得到任何波阻抗界面处 SH 波的反射系数和

透射系数： 

1 1 1
1,

1 1 1

1 1 1
1,

1 1 1

cos cos
cos cos

2 cos
cos cos

i i i i i i
i i

i i i i i i

i i i
i i

i i i i i i

v vR
v v
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v v

   
   
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  


  
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

  

   


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 ，  (4) 

同样， 1,i iR  与 1,i iT  之间存在如下关系： 

1, 1,1 i i i iR T     。           (5) 

为了方便表达各类反、透射波之间的关系，令 

, 1i i iR R
   ，              (6) 

则可得到 
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  。          (7) 

1.3  层内平面波的旅行时间 

倾斜入射条件下的平面波旅行时间与垂直入射情

况不同。在垂直入射条件下，由于波前面与介质界面

平行，所有平面波同时到达同一界面，其旅行时间完

全决定于介质的波速大小，而与界面所在位置无关。

但是，在倾斜入射条件下，波前面与介质界面之间存

在一定夹角，平面波到达同一界面不同位置的时间也

有所不同。因此，在倾斜入射条件下，平面波的在各

个地层内的旅行时间分两个部分，其一是由于地层厚

度引起的距离时差 t1，其二是由于波前面倾斜引起的

相位时差 t2。 
如图 3 所示，有两列 SH 入射波分别为 S1和 S2，

入射波 S1 传播路径为 A1B1A2B2，入射波 S2 传播路径

为 A2B2，两者从不同路径达到 B2。显然，在传播路径

A1B1、B1A2和 A2B2不同分段内，因层厚引起平面波的

旅行时间Δt1是相等的，计算表达式为 

1
1

1 1cos
ht

v 
    ，           (8) 

其中，h1，v1和 θ1分别为计算层的厚度、波速和入射

角。 
另一方面，由于波前面与介质层面不相互平行，

不同位置的入射波抵达界面时间不同。在图 3 中，入

射波 S1比 S2提前抵达界面处，其时差Δt2的计算表达

式为 

1 2 2
2

2

sinA At
v


    。          (9) 

式（9）中，v2 为入射层波速， 2 为入射角，它

等于波前面与界面的夹角。 

 

图 3 层内平面波的旅行时间 

Fig. 3 Travelling time in a layer for plane waves 

由根据斯内尔（Snell）原理，有 
1 2

1 2

sinsin sin
... n

n

p
v v v

 
     ，    (10) 

式中，p 为射线参数。据此可将式（9）变换为关于计

算层参数的表达式： 

1 2 1
2

1

sinA At
v


    。          (11) 

根据三角形关系，有 

1 2 1 12 tanA A h    。          (12) 

将式（12）代入式（11），得 
1 1 1

2
1

2 tan sinht
v
 

    。       (13) 

式（13）反映了入射波抵达界面时，在同一层内

往返双程旅行引起的时差。平面波在层内往返一次范

围内，入射波抵达界面的时差Δt2仅与计算层的厚度、

速度以及入射角有关，而与相邻层的厚度、速度无关。 
对于单程旅行情况，则应取时差的一半。因此，

在倾斜入射条件下，平面波在各层内的单程旅行路径

（例如从 A2到 B2）引起的总时间差 1t
 为 

2 1
1 1 1

1

cos
2
t ht t

v
 


      。   (14) 

据式（10），用射线参数表示角度余弦项，可将式

（14）改写为如下形式： 
2 21

1 1
1

1
ht p v
v

     ，        (15) 

将上式（15）推广至第 i 层的计算，则有 
2 21i

i i
i

ht p v
v

     ，        (16) 

式（16）是平面 SH 波在倾斜入射情况下，地震波在

各层内单程旅行时间的计算式。 

2  界面子波 
2.1  界面子波的概念 
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按照惠更斯–菲涅耳原理，波阵面上的每一点都可

以看成发生子波（或称为次波）的波源，各自发出球

面子波，这些子波在今后某一时刻形成的包络面就是

该时刻新的波阵面。当平面波遇到波阻抗界面时，产

生反射与透射现象，类似于波的散射现象，可将波阻

抗界面视为新的子波源（或次波源），本文称之为界面

子波。通过对界面子波的计算，可以得到成层半空间

自由面波场。 
2.2  单层界面子波的表达形式 

如图 1 所示。如果 iu  表示从界面 i 处发出的沿 x
轴正方向传播的正行子波，则 iu  的值由界面子波 1iu 



在界面 i 处形成的透射波与界面子波 1iu 
 在界面 i 处

形成的反射波两部分组成，即 

1 1(1 )i i i i iu R u R u   
      。    (17) 

同理，从界面 i 处发出的沿 x 轴负方向传播的负

行子波 iu  ，则由界面子波 1iu 
 在界面 i 处形成的反射

波与界面子波 1iu 
 在界面 i 处形成的透射波组成，即 

1 1(1 )i i i i iu R u R u   
      ，     (18) 

式（17）、（18）表明，单层界面子波完全由相邻上、

下界面子波决定，与其他界面无关。 

3  界面子波时域算法 
3.1  边界处理 

由于上述计算界面子波方法是假定地层在水平方

向上无限延伸的前提条件下推导出来的，所以左右两

侧边界自然满足算法要求。 
特别地，自由面上只存在向下传播的正行子波

0u  ，其值大小完全由相邻层的负行波 1u  决定： 

0 1 1( ) ( )u t u t t       ，      (19) 

显然，根据位移倍增原理，地表自由波场为 

0 0( ) 2 ( )u t u t   。           (20) 

同理，对于下方为无限大的第 n 层界面，只存在

向上传播的负行子波 nu  ，其值大小完全由相邻层的

正行波 1nu 
 决定： 

1( ) ( )n n n nu t R u t t  
    ，   (21) 

其中， nR  第n层界面的反射系数。 
3.2  震源处理 

假定震源在界面 n 下方的 n+1 层（如图 1 所示），

震源波到达界面 n 的旅行时间为 st ，则界面子波 ( )nu t

与震源波存在如下关系： 

s s( ) (1 ) ( )n nu t R f t t      ，    (22) 

式中， s ( )f t 为震源函数。 
据式（21）、（22），按照波场叠加原理，则有 

1( ) ( ) (1 ) ( )n n n n n s su t R u t t R f t t  
     。(23) 

3.3  延迟方程组 

根据式（17）、（18）、（20）、（23），则可得计算

2n 个界面子波的方程组形式： 

0 1 1

1 1 0 1 1 2 2

1 1 0 1 1 2 2

2 2 1 2 2 3 3

2 2 1 2 2 3 3

( ) ( )

( ) (1 ) ( ) ( )

( ) ( ) (1 ) ( )

( ) (1 ) ( ) ( )
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.....     ......     ......

i
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u t R u t t R u t t

u t R u t t R u t t

u t R u t t R u t t
u t R u t t R u t t

u
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1
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......      ......     ......
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i i i i i i

i i i i i i i

n n n n n s s

t  R u t t R u t t
u t R u t t R u t t

u t R u t t R f t t

   

   

 

 
  

  
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 







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
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

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。(24) 

由式（24）可知，所有界面子波当前值均由前面

时刻的波场计算得到，是一个按照时间递推的显式方

程组。由于存在时间上延迟，故称为延迟方程组。特

别地，对于 n =1 时自由波场，式（24）可简化为 

0 1 0 1( ) ( 2 )u t R u t t       。    (25) 

式（25）是一个关于自由面正行子波 0u  的迭代公式。

由于反射系数绝对值小于 1， 0u  随着时间不断减小，

反映了单层介质中的多次反射波幅值呈单调衰减的变

化特点。 

4  模型算例 
4.1  二层模型 

为了验证上述算法的正确性，采用文献[3]的模型

算例进行验证。图 4 为 SH 波从基岩倾斜入射到单个

水平覆盖层引起的地表振动模型。其中，覆盖层厚度

为 10 m，密度为 1500 kg/m3，剪切波速 500 m/s；下

伏层为无限半空间，其密度为 2000 kg/m3，剪切波速

为 1000 m/s。震源位于地表下 20 m 处，以 SH 波传播

到 S 点的时刻（见图 4）为记录开始时间。震源波采

用钟形波，入射波的位移时程如图 5 所示，持时为 0.1 
s。 

图 6 为 SH 波以不同角度入射时二层模型自由表

面观测点 O(0，0)的位移时程。由图 6 可见，地震位

移随入射角增大而减小，入射角为 60°时的最大位移

值比垂直入射时减小近 20%。与文献[3]的图 7（a）～

（d）最大位移值相比，相对误差分别为 0.35%，0.72%，

0.38%，0.84%，总体误差不足 1%。  
4.2  三层模型 

二层模型是层状非均匀介质中最为简单的一种情

况，它只能反映平面波在单层介质中往返传播，不能

反映层与层之间传波传播的相互影响。为了反映平面
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波在层状非均匀介质中传播的一般特性，同时也为了

便于对比分析，在上述二层模型的覆盖层与下伏层之

间增加一层厚度为 4.2 m 低速层，从而构成了三层模

型（见图 7）。 

图 4 二层介质模型 

Fig. 4 Model of dual-layer media 

 

图 5 入射波时程 

Fig. 5 Time history of incident waves 

图 6 不同入射角情况下二层模型自由表面 O 点的位移时程 

Fig. 6 Time history of displacement at point O excited by SH 

waves with different angles for model of dual-layer media 

 

图 7 三层介质模型 

Fig. 7 Model of triple-layer media 

图 8 为 SH 波以不同角度入射时三层模型自由表

面观测点 O(0，0) 的位移时程。由图 8 可见，虽然三

层模型的位移时程比双层模型复杂一些，但是两者随

入射角变化规律却是一致的，即入射角的变化对初至

时间无显著影响，但对位移大小和持时影响较大。最

大位移大约出现在 0.09 s 处，且入射角为 60°时的最

大位移值比 0°入射时减小 11%。图 8（d）中，约 0.36 
s 之后尾振现象不明显。 
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图 8 不同入射角情况下三层模型自由表面 O 点的位移时程 

Fig. 8 Time history of displacement at point O excited by SH 

waves with different angles for model of triple-layer media 

5  结    语 
本文以 SH 倾斜入射水平成层介质场地为例，根

据地震波在成层介质传播过程中的运动学和动力学特

点，基于惠更斯–菲涅耳波动观点，将波阻抗界面看作

次级子波源，提出了一种计算成层场地地震反应的界

面子波算法，该方法具有速度快、精度高、稳定性好

等优点，非常适合处理成层介质中场地的地震响应问

题。此外，还可以将这一方法推广到考虑阻尼条件下

的场地反应计算，理论上也可推广到平面 P 或 SV 矢

量波在倾斜入射条件下的地震反应计算。 
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