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土的 3  空间滑动面强度准则及其与传统准则的 
比较研究 
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摘  要：土的抗剪强度与其剪切破坏面上的正应力一般呈线性关系，反映了土的剪切强度本质特性。常用的强度准则

有 Mohr–Coulomb 准则、Drucker–Prager 屈服准则、Matsuoka–Nakai 准则，分别对应于与大主应力呈 45° / 2 的剪切

破坏面、八面体面和空间滑动面（SMP）上的剪应力比为常数的关系。本文提出了一种由 3
1k  ， 3

2k  ， 3
3k  确定

土单元大、中、小主应力轴交点的空间滑动面，称为 3  空间滑动面；建立了 3  空间滑动面剪应力比为常数的准则，

称为 3  空间滑动面强度准则，该准则在应力空间描述的强度破坏面为 平面上呈曲边三角形形态的光滑锥面。进行

了 Mohr–Coulomb 强度准则、Drucker–Prager 强度准则、Matsuoka–Nakai 强度准则与 Lade–Duncan 强度准则、 3  空间

滑动面强度准则在应力空间描述强度破坏面的比较分析，以及不同 平面上 Lade–Duncan 准则和 3  空间滑动面强度

准则随b值的变化规律。结果表明Lade–Duncan强度准则与 3  空间滑动面强度准则近似一致，从而揭示了Lade–Duncan
强度准则的物理本质基础：Lade–Duncan 强度准则实质上近似服从土破坏时 3  空间滑动面上剪应力与正应力呈线性变

化的规律。即 Lade–Duncan 强度准则描述土单元剪切破坏时的空间滑动面近似为 3  空间滑动面。根据 4 种原状黄土

固结排水条件下的真三轴压缩试验结果，验证了 3  空间滑动面强度准则的合理性与可靠性。 
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Strength criterion based on 3   spatially mobilized plane of soils and its 
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Abstract: The linear relation between shear strength and normal stress of failure plane shows the essential property of soil shear 
strength. The Mohr–Coulomb criterion, Drucker–Prager yield criterion and Matsuoka–Nakai criterion respectively respond to 

the linear relationship between shear stress and normal stress on different shear failure planes including shear failure plane with 
the angle of 45° / 2 relating to the plane of the main principal stress, the octahedral plane in the principal stress space of soil 

element and the spatially mobilized plane named also   spatially mobilized plane. In this paper, new 3   spatially 
mobilized plane is proposed using three points 3

1k  , 3
2k  , 3

3k  in the soil element in the principal stress axes, named 

as the 3   spatially mobilized plane. Furthermore, the new strength criterion is also proposed using the shear stress ratio on 
the 3  spatial mobilization plane being constant. The strength failure surface depicted in the principal stress space by this 

criterion is a smooth cone surface with the curved triangle shape on   plane. The strength failure surfaces of Mohr–Coulomb 
criterion, Drucker–Prager yield criterion, Matsuoka–Nakai criterion, Lade-Duncan criterion and 3   spatially mobilized 

plane criterion described in the stress space as well as the change laws of Lade-Duncan criterion and 3   spatially mobilized 
plane criterion with parameter b on different   planes are comparatively analyzed. It is shown that the Lade-Duncan criterion 

and 3   spatially mobilized plane strength criterion are approximate, which reveals the physical essence of Lade-Duncan 
strength criterion, that is, the former approximately obeys the 

linear relationship between shear stress and normal stress on 
3   spatially mobilized plane at failure of soils. The 
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Lade-Duncan criterion describing the shear failure of soil element is approximately the 3   spatially mobilized plane. By 

comparing the strength criterion with the measured strength of true triaxial tests on four kinds of intact loess under 
consolidation and drainage, the laws of loess can be described by means of the 3   spatial mobilization plane strength 

criterion under the complex stress condition, and the rationality and reliability of the proposed strength criterion are verified by 
its consistency with the experimental values. 

Key words: soil strength; 3   spatially mobilized plane; 3   spatially mobilized plane criterion; loess; true triaxial test 

0  引    言 
岩土力学领域已经被广泛应用的强度准则包括

Mohr–Coulomb（M–C）准则[1]，Drucker–Prager（D–P）
弹塑性模型的屈服准则[2]，Matsuoka–Nakai（M–N）

强度准则[3]，以及 Lade–Duncan（L–D）准则[4]。其中，

M–C 准则、D–P 弹塑性屈服准则及 M–N 强度准则均

给出了岩土材料强度破坏时主应力单元内某剪切面上

应力条件服从的规律。然而，它们描述的剪切面具有

不同的特征。M–C 准则描述的岩土单元剪切面与大、

小主应力平面正交，且与大主应力作用面之间的夹角

为 45° / 2 。认为土单元破坏时，在该面上的剪应

力与正应力之比服从线性变化规律，且该面的剪应力

和正应力与中主应力无关，如图 1 所示。土的轴对称

三轴压缩试验和平面应变试验常常可以测试得到与该

剪切面近似一致的剪切破坏面。D–P 强度准则描述的

剪切面为八面体面，该空间剪切面与土单元 3 个主应

力轴中任意两个轴构成平面之间的夹角相等，且交线

与坐标轴的夹角均为 45°。认为土单元破坏时，在该

面上的剪应力与正应力之比服从线性变化规律，且在

剪应力和正应力中包含了中主应力，如图 2 所示。M–N
强度准则应用 M–C 准则关于剪切破坏面的几何关系，

进一步考虑了中主应力对剪切破坏面的影响，提出了

一种空间剪切面，称之为空间滑动面（ spatially 
mobilized plane），如图 3 所示。当正交六面体主应力

单元的一个角点位于三维几何空间坐标轴的原点，且

与单元体的主应力轴一致时，则该空间滑动面与三维

几何空间坐标轴的交点依次为 1k  ， 2k  ， 3k  。

在轴对称三轴压缩和挤伸条件下，该空间滑动面与大

主应力作用面之间的夹角为 45° / 2 。与此对应，

M–C 准则和 D–P 准则描述的剪切面亦称为一种空间

滑动面。M–C 准则空间滑动面与正交六面体主应力单

元大、小主应力坐标轴的交点依次为 1k  ， 3k  ，

D–P 准则空间滑动面与正交六面体主应力单元三维几

何空间坐标轴的交点依次为 k， k，k。和 M–N 准则

一样，它们均描述了对应剪切空间滑动面上剪应力与

法向正应力呈正比的破坏应力条件。这些强度准则在

应力空间八面体面上描述的强度破坏面均相对于中心

（静水压力轴）对称。除此之外，邵生俊等还提出了

三轴压缩和三轴挤伸空间滑动面准则[5]，能够反映黄

土的原生各向异性强度特性。俞茂宏等[6]提出的双剪

强度准则，反映了材料强度破坏时两个剪切面上的应

力条件，可以认为是双空间滑动面强度准则。上述准

则均描述对应单一空间滑动面上剪应力与正应力呈线

性变化规律的关系。Lade 等引入球应力的幂函数，建

立了非线性 L–D 准则，然而 L–D 强度准则没有建立

其对应的空间滑动面。姚仰平等[7]通过引入强度破坏

时剪应力与球应力的幂函数关系，与 M–C 强度破坏

面外接圆对应广义 Mises 准则和 M–N 强度准则相结

合，建立了非线性强度准则。本文应用已有强度准则

关于土单元剪切破坏时空间滑动面的概念，提出了一

种新的空间滑动面，其与三维几何空间坐标轴的交点

依次为 3
1k  ， 3

2k  ， 3
3k  ，建立了土的强度准则，

并与 L–D 准则进行了对比，从而揭示了 L–D 强度准

则的物理本质基础。通过原状结构性黄土的真三轴试

验，比较了不同应力路径真三轴试验测试强度和强度

准则计算值的差异，验证了基于新的空间滑动面建立

强度准则的合理性和可靠性。 

 
图 1 Mohr-Coulomb 空间滑动面 

Fig. 1 Mohr-Coulomb spatially mobilized plane 

 
图 2 八面体空间滑动面 

Fig. 2 Octahedral spatially mobilized plane 
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图 3 Matsuoka-Nakai 空间滑动面 

Fig. 3 Matsuoka-Nakai spatially mobilized plane 

1  3  空间滑动面 
与 M–N 空间滑动面类似，邵生俊和陈昌禄提出

了如图 4 所示的空间滑动面，称之为 3  空间滑动面。

可以求出 3  空间滑动面的法向方向余弦及其上的剪

应力和正应力的表达式。 

 

图 4 3  空间滑动面的应力条件 

Fig. 4 Stresses in 3   spatially mobilized plane 

如图 4 所示， 3  空间滑动面满足下式 
3
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根据图 4 所示 3  空间滑动面的几何关系，可以

求出该空间滑动面的方向余弦，即可确定该面的位置。
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该滑动面法向相对于Ⅰ轴的法向余弦为 
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同理，可得相对于Ⅱ和Ⅲ轴的方向余弦分别为 
1 3
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统一可表述为 
1 3

1 2 3
1 3 2 3 2 3 2 3

1 2 2 3 1 3

( )
1,2,3

( ) ( ) ( )
i

i

n i  

      
 

 
 。 

(6) 
由此可以得到该滑动面上 3 个坐标轴方向上的分

量 N N Nx y z， ， 分别为 
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(7) 
该滑动面上的合力 NP 为 

2 2 2 2
N N N NP x y z     
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(8) 
该滑动面上的正应力 N 和剪应力 N 分别为 
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2  3  空间滑动面强度准则（邵生俊、

陈昌禄建立） 
根据空间滑动面上的剪应力和正应力比值为常数

可得 
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依据三轴压缩时的破坏条件 1 3 pK  ， 2 3  ，

Kp=tan2(45° / 2 )，亦可得 
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将式（12）代入式（11）并化简可得 
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式（13）为该空间滑动面上剪应力比为常数建立

的强度准则，据此可得到主应力空间和 π平面上的强

度破坏面和强度破坏线，如图 5 所示。 

 

图 5 开三次方空间滑动面强度准则的破坏面 

Fig. 5 3   spatially mobilized plane for strength failure criterion 

对于无黏性土，强度准则的破坏参数仅与土的内

摩擦角相关。当土的内摩擦角 分别为 5°，15°，

25°，35°，45°时，依据 3  空间滑动面强度准则，

在主应力空间π平面上，可得图 6 所示由内向外依次

增大的强度破坏线。 

图 6 3  空间滑动面强度准则在 π平面上的强度破坏线变化 

Fig. 6 Change of failure line of 3   spatially mobilized plane  

.criterion on π  plane 

将 3  空间滑动面强度准则推广到黏性土，则该

空间滑动面上的剪应力与正应力分别为 
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强度准则为 
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[( ) ( ) ( ) ](
(

)
)

1
( )

        
     




 







3 3
p p

p

2
1

2( 1)

K K

K






( )
  。               (16) 

式中， ˆ coti ic     ， 1,2,3i   。 

3  L–D 准则， 3  空间滑动面准则与常

用准则的比较 
常用的准则包括 M–C 准则、D–P 准则、M–N 准则

及 L–D 准则。其中 M–C 准则为 
1 3

1 3 1 3

( ) cos / 2
tan

( + )/2 ( ) sin / 2
  


    

 


  
  。 (17) 

当 D–P 准则改变 M–C 准则的外接圆时，可得广义

的 D–P 准则，也有人称为广义的 Mises 准则

(Generalization-Mises )。表述为 
22 2 2

p1 2 2 3 3 1
2 2

1 2 3 p

( 2)( ) ( ) ( ) 1
( ) 2( -1)

K
K

     
  

    
 

 
。(18) 

M–N 准则为 
1 2 3 1 2 2 3 3 1

1 2 3

( )( )        
  

   
  
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p

p p

1
( 2)(2 1)

K
K K


 

  。       (19) 

Lade–Duncan（1975）根据砂土的真三轴试验成

果，拟合得到了 平面上破坏线形态呈曲边三角形的

强度准则。当子午平面内土的强度随着平均球应力呈

线性变化时，其表达式为 
3

1 3/I I k   ，              (20) 

也可表述为 
33

1 2 31

3 1 2 3

( )I k
I

  
  
 

    。    (21) 

依据轴对称三轴压缩破坏的极限平衡条件 1=  

3pK  ，可表述为 
33

p1 2 3

1 2 3 p

( 2)( ) K
K

  
  

 
   。   (22) 

L–D 准则、3  空间滑动面准则分别与 D–P 准则

和 M–N 准则比较，可得到图 7 所示的结果。图 7 给

出了土的内摩擦角等于 15°，25°，35°的应力空间

强度破坏面。可见，L–D 准则和 3  空间滑动面准则

描述的强度面非常相似，均介于 D–P 准则和 M–N 准

则描述强度面之间。在同一球应力 平面上，将 L–D
准则、3  空间滑动面准则再与 M–C 准则、D–P 准则

和 M–N 准则比较，可得到图 8 所示的结果。图 8 给

出了土的内摩擦角分别等于 15°，25°，35°时 平

面上不同准则的强度线，亦表明 L–D 准则和 3  空间

滑动面准则强度线均位于 M–C 准则、M–N 准则强度

线外侧，D–P 准则强度线内侧。并且，L–D 准则和 3 
空间滑动面准则强度线近似一致。 

 

 

图 7 主应力空间内 L–D 准则， 3  准则与常规准则的比较 

Fig. 7 Comparison among Lade–Duncan criterion, 3   special  
mobilization plane criterion and normal criterion on  

principal stress space 

 

 

 

图 8  平面上 L–D 准则， 3  准则与常规准则的比较  

Fig. 8 Comparison among Lade–Duncan criterion, 3   special 
mobilization plane criterion and normal criterion on   plane 

4  3  空间滑动面强度准则与 L–D 准

则的比较 
依据Lade–Duncan准则可得到主应力空间和 平

面上的强度面和强度线。当土的内摩擦角 分别为   
5°，10°，15°，20°，25°，30°，35°，40°时，

在主应力空间和 平面上，可得由内向外依次增大的

强度面和强度线。如图 9 所示。 
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图 9 Lade–Duncan 强度准则在应力空间的强度破坏面  

Fig. 9 Change of failure surfaces of Lade–Duncan criterion 

依据 3  空间滑动面强度准则，也可得到主应力

空间和 平面上的强度破坏面和强度破坏线。当土的

内摩擦角 分别为 5°，10°，15°，20°，25°，

30°，35°，40°时，依据 3  空间滑动面强度准则，

在主应力空间和 平面上，可得由内向外依次增大的

强度面和强度线，如图 10 所示。 

图 10 土的 3  空间滑动面强度准则的破坏面 

Fig. 10 3   spatially mobilized plane for strength failure  
criterion 

依据 3  空间滑动面强度准则和 Lade–Duncan 准

则，可以考察不同球应力 平面上不同内摩擦角 土

的抗剪强度随中主应力比 b值的变化，比较两者抗剪

强度的差异。如图 11 所示，表明 3  空间滑动面强度

准则和 Lade–Duncan 准则确定的抗剪强度近似相同，

揭示 Lade–Duncan 准则的空间滑动面接近于 3  空间

滑动面。 
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图 11 3  空间滑动面强度准则和 Lade–Duncan 准则的比较 

Fig. 11 Comparison between 3   special mobilization plane 
criterion and Lade-Duncan criterion 

5  3  空间滑动面强度准则的黄土真三

轴试验验证 
黄土具有显著的结构性，其强度变化规律与结构

性有密切的关系[8-9]。随着黄土的结构性丧失，黄土体

的强度稳定性也会降低，甚至会导致失稳破坏[10-11]。

邢义川等[12]通过黄土的真三轴试验，揭示黄土强度破

坏面在 平面上位于 M–C 强度线外侧，建立了 平

面上拟合强度的形函数及剪切强度与平均球应力呈正

比的强度准则。本文利用西安理工大学新研制的真三

轴仪[13]，进行了不同黄土的固结排水剪切真三轴试

验。不同黄土的基本物性指标如表 1 所示。真三轴试

验控制的 3 个围压分别为 100，200，300 kPa，控制

的中主应力比值分别为 0.00，0.25，0.50，0.75，1.00，
如表 2 所示。试验中，首先在一定固结围压下等向

压缩完成固结，然后在一定中主应力比 b 值条件下

进行排水真三轴压缩剪切，直至试样破坏。 

表 1 黄土基本物性指标 

Table 1 Basic physical indexes of loess 

黄土类别 含水

率/% 
土粒

比重 
干密度

/(g·cm-3) 
液限
/% 

塑限 
/% 

原状 
黄土① 5.0 2.70 1.273 35.3 

21.9 

原状 
黄土② 

10.0 2.71 1.273 35.3 
21.9 

原状 
黄土③ 

14.2 2.70 1.55 37.8 
22.6 

原状 
黄土④ 24.2 2.70 1.65 40.0 

23.0 

表 2 黄土真三轴试验的固结围压和中主应力比值 

Table 2 Confining pressures and principal stress coefficients for  

true triaxial tests on intact loess 
黄土 
类别 

围压 3 /kPa 中主应力比 b 

原状黄土① 100，200，300 0.00，0.25，0.50，
0.75，1.00 

原状黄土② 100，200，300 0.00，0.25，0.50，
0.75，1.00 

原状黄土③ 100，200，300 0.00，0.25，0.50，
0.75，1.00 

原状黄土④ 100，200，300 0.00，0.25，0.50，
0.75，1.00 

依据不同原状黄土的真三轴试验结果，在空间滑

动面上分析剪应力和法向应力的关系曲线，如图 12
所示，分别给出了 4 种原状黄土在空间滑动面上的抗

剪应力和法向应力的关系。表明 4 种原状黄土在空间

面上的应力关系线性规律均体现了较好的关系，验证

了该空间滑动面上剪应力与正应力之间的线性关系。 
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图 12 3  空间滑动面上抗剪应力和法向应力的关系 

Fig. 12 Stress curves on 3  spatially mobilized plane 

图 13 比较分析 平面上各种原状黄土强度破坏

时真三轴试验结果和强度准则破环线，给出了平均球

应力为 600 kPa 的比较结果。表明各种原状黄土在
平面上的强度破坏点与该强度准则的破坏线基本一

致。 
由此可见， 3  动态空间滑动面强度准则与 4 种

原状黄土真三轴测试强度具有良好的一致性。验证了

该强度准则的合理性与可靠性。 

图 13  平面上黄土的真三轴试验结果与强度准则的对比 

Fig. 13 Comparison between 3  spatially mobilized plane  
        strength criterion and measured results by true triaxial  

tests on loess on   plane 

6  结    论 
（1）土单元大、中、小主应力轴分别由 3

1k  ，
3

2k  ， 3
3k  确定的交点，构成了一个空间平面，将

其视为土单元剪切破坏的滑动面，称为 3  空间滑动

面。 
（2）依据 3  空间滑动面上剪应力与正应力比为

常数的关系，建立了相应的强度准则，称为 3  空间

滑动面强度准则。该强度准则在应力空间中描述的强

度破坏面为 平面上呈曲边三角形形态的光滑锥面。

它位于Mohr–Coulomb棱锥面和Matsouka–Nakai准则

光滑三角形锥面的外侧，Drucker–Prager 准则圆锥面

内侧。与 Lade–Duncan 准则在应力空间描述的曲边三

角形光滑锥面的形态近似一致。 
（3）不同 平面上，Lade–Duncan 准则和 3  空

间滑动面准则确定的抗剪强度随中轴应力比 b 值的变

化相同，表明 Lade–Duncan 准则 3  空间滑动面准则

本质上是近似相同的；Lade–Duncan 强度准则近似地

是 3  空间滑动面上剪应力比为常数的关系准则，揭

示了其物理本质。 
（4）将 3  空间滑动面准则推广到黏性土，通过
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原状黄土的真三轴试验结果，验证了 3  空间滑动面

剪应力和正应力之间的线性关系；在 平面上，3  空

间滑动面准则的强度线与黄土真三轴试验测试强度的

结果一致，论证了该强度准则描述黄土强度规律的适

用性、合理性和可靠性。 
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