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基于贝叶斯理论的软夹层多模式瑞雷波频散曲线 
反演研究 
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摘  要：获得较高精度的软夹层横波速度和厚度是瑞雷波频散曲线反演的难点之一，尤其对一些低敏感性的软夹层而

言，单纯依靠传统的算法改进以及多模式反演，反演效果往往不是非常显著。首次尝试采用算法改进、多模式及非线

性贝叶斯定理相结合反演低敏感性软夹层。算法改进体现在，将阻尼惯性权和混沌思想融入到粒子群算法中，但改进

算法并未解决软夹层模型低敏感性的困扰；为从反演解的角度分析评价影响反演精度因素，采用无偏Metropolis-Hastings 
sampling（MHS）方法对后验概率进行数值积分，并通过参数旋转提高采用效率，积分得到的 1D 和混合边缘概率分布

以及参数相关系数矩阵等参数反应了反演解的不确定性和参数间相关性等信息。为解决低敏感性反演精度低问题，尝

试采用贝叶斯信息准则（BIC），判断出最佳参数化模型，而此准则得到的最佳模型与理论模型更为吻合。应用非线性

贝叶斯方法和 BIC 准则反演实测防渗墙数据，得到的反演剖面也与已知防渗墙结构较好吻合。 
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Abstract: Obtaining shear-wave velocity and thickness of soft interlayer with higher precision is always one of the difficulties 

in inversion of Rayleigh-wave dispersion curve, and it is not obviously improved when only depending on the improved 

algorithm and multimode inversion for low-sensitivity soft interlayer. The improved algorithm and combination of multimode 

and nonlinear Bayes' theorem are adopted to invert low-sensitivity soft interlayer. The damping inertia weight and chaos are 

added into the particle swarm optimization as improved algorithm. However, the improved algorithm does not solve the 

problem with low-sensitivity soft interlayer models. To analyze and evaluate the factors affecting the accuracy of inversion 

from the perspective of the inversion solution, the unbiased Metropolis-Hastings sampling (MHS) method is used for numerical 

integration posterior probability, and the rotation of parameters is used to improve the efficiency of sampling. The obtained 

integral 1D and mixed marginal probability distributions and correlation sufficiend matrix of parameters reflect the uncertainty 

and parameter inversion solution for correlation and other information. To solve the problem of low-curacy inversion of 

low-sensitivity soft interlayer, the Bayesian information 

criterion (BIC) is employed to determine the optimal 

parameters of the model. The optimal model agrees with the 
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theoretical one. Applying the nonlinear Bayesian inversion method and BIC to invert the measured data of seepage prevention 

wall, the obtained inversion profiles are also in good agreement with the structure of the known seepage prevention wall. 

Key words: Bayesian inversion; Bayesian information criterion; Metropolis-Hastings sampling; soft interlayer; Rayleigh-wave 

dispersion curve; improved particle swarm optimization 

0  引    言 
面波勘探被广泛应用于地质勘查、无损检测等领

域。面波勘探主要利用的是横波速度，而瑞雷波频散

曲线反演是获得横波速度的一种有效方法。 
瑞雷波相速度是表征地层特征参数（横波速度、

厚度、纵波速度和密度）的函数，因此瑞雷波频散曲

线反演实际上就是获得最佳地层参数的过程，但在实

际反演过程中只需调节横波速度和厚度[1]。即便如此，

在基阶模式反演过程中还是难以保证某些层位的反演

精度，尤其是深层地层参数。高模式瑞雷波频散曲线

的发现[2]为改善深层地层参数提供了可能，Xia 等[3]

通过对高模式瑞雷波频散曲线研究发现高模式较基阶

模式对地层参数变化更敏感也更易得到，且高模式具

有更大的穿透深度，因此联合反演（基阶模式+高阶

模式）被广泛应用在瑞雷波频散曲线反演中[4-8]。但多

模式反演并不是在任何情况下都有效，对一些低敏感

性地层而言，多模式反演将失去其一定的实际价值[9]。 
近些年非线性全局优化算法被广泛应用于瑞雷波

频散曲线反演中，且很多学者都是基于算法改进来提

高瑞雷波频散曲线反演精度[10-12]。虽然应用非线性算

法对其反演的文献较多，但基于改进粒子群算法反演

的文献却不多见。Das 等[13]通过应用粒子群和非常快

速模拟退火反演自然电位，对比两种方法的反演精度

和效率发现，粒子群更具优势，因此开展更多关于粒

子群算法及其改进方法反演瑞雷波频散曲线的研究是

非常必要的。 
目前瑞雷波频散曲线反演多是基于确定性反演方

法，而基于统计观念反演的文章并不多见，所谓统计

观念就是把观测数据和模型参数均作为随机变量来求

解，这也正是贝叶斯反演的特性。贝叶斯反演能对反

演解的可靠性进行评价，同时也可以基于贝叶斯定理

采用贝叶斯信息准则判断最佳参数化模型。贝叶斯反

演中反演解的评价主要是通过对后验概率的数值积分

来实现的，数值积分的方法有多重网格法[14]、邻域算

法[15]和 Metropolis-Hastings sampling[16]等，MHS 是一

种无偏采样方法，为了提高采样效率，采样过程可在

主分量参数空间进行。目前，基于贝叶斯定理反演瑞

雷波频散曲线的研究日渐增多，Macías 等[17]基于贝叶

斯方法反演了硬夹层瑞雷波频散曲线，并对比了线性

与非线性贝叶斯反演方法，评价了反演解的不确定性；

Li 等[18]基于非线性贝叶斯方法反演了多模态海底界

面波，根据贝叶斯信息准则确定最佳参数化模型。据

笔者所知，目前还未见将非线性贝叶斯方法、贝叶斯

信息准则和 Metropolis-Hastings sampling 应用在软夹

层瑞雷波频散曲线反演中的文章。 
针对低敏感性软夹层横波速度和厚度反演精度低

及反演解的评价等问题，本文将多模式、改进的非线

性贝叶斯方法和贝叶斯信息准则（BIC）相结合反演

获得横波速度和厚度，取得了较好效果。通过后验概

率的数值积分实现了对反演解的评价，数值积分采用

Metropolis-Hastings sampling（MHS）方法，MHS 采

样过程是在主分量参数空间进行，从而提高了采样效

率。应用非线性贝叶斯方法反演了单炮实测防渗墙瑞

雷波频散曲线数据，由 BIC 判断出的单炮最佳参数化

模型与实测防渗墙结构更为吻合。 

1  非线性贝叶斯反演 
1.1  贝叶斯定理 

假定 d表示由实测数据提取的瑞雷波频散曲线数

据，m 为模型参数，则对于任意的实测数据 d和模型

m 满足如下的贝叶斯关系[16]： 
( | ) ( )( | )

( )
p pP

p


d m mm d
d

  ，        (1) 

式中，p(m|d)表示在已知实测瑞雷波频散曲线数据 d
时，所确定的模型m 的函数，称为后验概率密度函数

( probability density function，简称为后验 PDF)。同理，

p(d|m)表示，在给定模型 m 时，所得的实测数据 d 的

概率密度函数，p(m)称为模型 m的先验 PDF。p(d)是
实测数据 d的先验概率密度，因为 d是已知的，因此

该项往往都看作常数，此时式（1）可写为 
( | ) ( | ) ( )P P pm d d m m   。         (2) 

P(d|m)与似然函数 L(m)是对等的，和 L(m)∝
P(d|m)，因此式（2）可进一步写为 

( | ) ( ) ( )P L pm d m m   ，             (3) 

式中，L(m)为似然函数，而 L(m)∝exp[-E(m)]，E(m)
为目标函数。广义目标函数是包含了数据误差和先验

信息的，即 
( ) ( ) ln ( )E p  m m m   。       (4) 

联立式（1）～（4），并将向量m 的 PPD 归一化

得到： 
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式中，M 表示模型的积分域，后验 PDF（5）即所求

问题的解。为对反演所得横波速度和厚度的不确定性

进行评价，可求解以下参数。 
最大似然解和均值可以作为参数估计的两个特征

量，  
max minArg { ( | )} Arg { ( )}P  m m d m ，(6) 

( | )dP   m m m d m   ，           (7) 

协方差能够对参数的不确定性进行评价， 
T) ( )dP     m ( )( |C m m m m m d m  ， (8) 

一维和二维边缘分布可表示为 

( | ) ( ) ( )di i iP m m m P     |d m d m  ，   (9) 

( , | )i jP m m d ( ) ( ) ( )di i j jm m m m P      |m d m 。

(10) 
一维边缘分布是对反演结果不确定度的评价，二维边

缘分布可以刻画参数间的相互关系。 
参数间的相互关系也可通过相关系数矩阵来定量

描述： 
1/ 2/[ ]

ij ij jjij m m mR C C C   。       (11) 

相关系数的取值范围为-1～1，Rij=-1 时，表示两

参数负相关；Rij=0 时，表示两参数不相关；Rij=1 时

表示两参数完全相关。 
1.2  模型选择 

瑞雷波频散曲线反演过程中地质模型是未知的，

虽然可以根据地质资料和频散数据建立模型，但由此

确定的模型未必是最佳模型，BIC 是一种确定最佳参

数化模型的方法。BIC 也称为 Schwazr 信息准则，该

方法是种渐进估计法，是从多维变量的正态先验分布

中得到[18]： 
2ln ( | ) BIC 2ln ( | ) lnP L M N    d I m I  ， (12) 

式中，M是待反演的模型个数，N是数据 d的参数个

数，用目标函数 ( )E m 代替式（12）中的 ( )L m 可得 
BIC 2 ( ) lnE M N m   ，       (13) 

根据式（13）可知，BIC 参数化是依赖于误差函

数和数据个数与模型个数。具有最小误差函数的 BIC
模型不一定是最佳模型，还与模型和数据个数有关，

这样就可以避免过参数化。 
反演所用目标函数为[18] 

2

1 1
( ) ln ( ( )) / 2

kNK

k i i
k i

E N d d
 

  m m  ， (14) 

式中，K 代表误差分布不同的组数，如本次反演采用

3 个模式瑞雷波，那么 K=3，每个模式的数据个数是

不一样的即为 Nk。 
1.3  非线性数值积分方法 

MHS 采样法是一种无偏采样方法，在 MHS 采样

法中，有一个接受函数，按照 Metropolis 准则接受扰

动模型的公式： 
/e T ≤   ，            (15) 

式中， 为[0，1]之间的随机数，  为能量函数，T
为温度，一般情况下取 T=1。但是有些模型参数间可

能存在较强的非线性关系，这时在对模型采样过程中

可能产生采样不完全的现象。为保证采样完全，可增

加采样温度。 
为了提高 MHS 采样效率，采用建议分布，即将

模型进行旋转，由物理空间旋转到主元素空间，而这

个过程的实现就是由下面模型协方差公式得到[19]： 

0

T 1 1 1[ ]J   m d mC J C C   ，        (16) 
T  ，m U m m Um   ，           (17) 

TmC UWU   。                (18) 

式（ 16）中的矩阵 J 为雅克比矩阵， Jij= 
 di(m0)/mj，Cd为数据协方差矩阵，

0mC 为对角矩阵，

对角线元素为(mi
+-mi

-)2/12。式（17）中 m 为原始模

型， m 为旋转后的模型。 

1.4  粒子群算法 

粒子群算法（简称 PSO）算法是由 Eberhart 等[20]

和 Kennedy 等[21]研究发明的进化计算技术。进化策略

为：①随机初始化种群；②通过更新迭代来寻求最优

解；③种群进化是根据前一次迭代种群。在 PSO 中问

题的潜在解称为粒子，是在解空间不断变化的。PSO
的更新迭代和进化是通过下式完成： 

( 1) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
, , 1 1 , , 2 2 ,(pbest ) (gbest )k k k k k k
i j i j i j i j j i jc r x c r x       ， 

 (19) 
( 1) ( ) ( 1)
, , ,
k k k
i j i j i jx x      ，             (20) 

式中，k为迭代次数，pbesti是第 i个粒子的最好位置，

gbest 是群体中所有粒子的最好位置；一般（c1+c2）≥

4，本次论文取 c1，c2的值都为 2.0，r1，r2为 0～1 之

间的随机数；w 为惯性权重，是平衡全局和局部搜索

能力的重要参数。 
针对线性惯性权后期搜索能力不足及其随机初始

解寻优效率低等问题，提出将阻尼惯性权[22]和混沌思

想[23]同时用于改进粒子群算法，阻尼惯性权可以提高

粒子的全局和局部搜索能力，防止粒子在迭代后期陷

入局部最优。混沌优化既可以保证种群有较好的初始

解，也能保证粒子在每次循环求得的全局最优解附近

有较广的搜索范围。两种改进方法已在相关文献中进

行论证，具体实现方法可参见相关文献。 
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2  理论模型 
2.1  敏感性分析 

本文选取含低速层的 6 层模型作为本次试验反演

模型[24]，如表 1 所示。 
表 1 低速层层状介质模型参数表 

Table 1 Parameters of low-velocity-layer earth model  

敏感性计算的实质是求偏导数，瑞雷波相速度对

横波速度和厚度的敏感性可用偏导数的雅克比矩阵表

征，对于敏感性具体的计算方法可参考文献[6]。 

 

 

图 1 各模式波对每层横波速度的敏感性 

Fig. 1 Sensitivity of multimode wave to shear velocity of each 

..layer 

由图 1（a）～（c）可知：基阶模式对第 1、第 2、

第 3 层横波速度较敏感，且对第 3 层横波速度最敏感；

第 2 和第 3 层在 12 Hz 和 42 Hz 左右存在敏感性峰值，

敏感性峰值范围较窄，较窄的峰值敏感性，导致反演

结果不稳定，尤其单纯利用基阶模式反演时会表现尤

为明显。高模式（一阶高模式和二阶高模式）对 1，2，
3 层横波速度较敏感，对 4，5，6 层横波速度敏感性

较低（几乎为零）。因此高模式的加入只是增加了 1，
2，3 层横波速度反演的稳定性，但并没有改善深部（4，
5，6）横波速度的精度，造成这种现象的原因可能是

由于低速层的存在屏蔽了各个模式对其下部层位的敏

感性。 
从图 2 中不同模式对深度的归一化敏感性可以看

出，高模式在对应深度上的敏感性要高于基阶模式，

即高模式（一阶和二阶）的加入对各层深度反演是有

利的。但值得注意的是，高阶模式对第 1 和第 3 层表

现出了较强的敏感性，而对 2，4，5 层的深度敏感性

是比较低的。因此高阶模式的加入对提高第 1 和第 3
层深度反演精度是有利的，但对提高 2，4，5 层深度

反演精度效果可能并不是很显著。 

 

图 2 不同阶瑞雷波对深度的敏感性归一化向量 

Fig. 2 Normalized vectors of multimode Rayleigh waves to depth 

2.2  反演 

由图 3（b）可见，4，5 层的横波速度和深度反演

误差较大，由敏感性分析可知，主要是因为基阶模式

和高阶模式对 4，5 层的横波速度和深度的敏感性都非

常低，由此造成 4，5 层横波速度和深度的反演误差较

大，虽然二阶高模式对 4，5 层敏感性相对较高，但从

图 3（a）可知二阶高模式瑞雷波频散曲线拟合精度相

对基阶和一阶而言要低。为验证改进算法的正确性，

保持各层厚度不变，只反演横波速度，由图 4（b）可

层数 h/m Vs/(m·s-1) Vp/(m·s-1)  /(g·cm-3) 

1 2.0 194 650 1.82 

2 2.3 270 750 1.86 

3 2.5 100 600 1.60 

4 2.8 485 1800 1.96 

5 3.2 603 2150 2.02 

6 ∞ 740 2800 2.09 
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图 3 反演结果(厚度和横波速度未知) 

 Fig. 3 Inversion results (unknown thickness and shear-wave velocity) 

     

图 4 反演结果(厚度已知，横波速度未知)  

Fig. 4 Inversion results (known thickness and unknown shear wave velocity) 
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图 5 各参数 1-D 边缘概率分布 

Fig. 5 1D marginal probability distribution of all parameters 

见除横波速度未完全拟合，深度与理论值是完全一致

的。由图 4（a）可以发现，虽然瑞雷波频散曲线基本

完全拟合，但第 4，5 层的横波速度仍存在较大反演误

差，这也证明了低敏感性软夹层反演的难点。 
图 5 为所有参数的 1-D 边缘概率分布图，vs1，vs4，

vs5，h1，h4的不确定度较大，虽然 1-D 边缘概率分布

呈现较窄的高斯分布，但主峰值与理论值存在较大的

偏差，其中 vs4与 vs5主峰值偏离理论值较大，它们的

不确定度最大。而 vs2，vs3，h2，h3和 h5的不确定度较

小，其 1-D 边缘概率分布主峰与理论值非常接近或偏

离较小。 
图 6 为参数间相关度矩阵，图中可见 vs1与 h1，vs2，

h5和 vs6存在较强的正相关，vs1与 h2和 h4存在较强的

负相关。h1 与 vs2，h5 和 vs6 存在较强的正相 s 关，而

h1与 h2存在较强的负相关。vs2与 h2，h2与 vs6，vs4与

vs5等参数都存在较强的负相关，h4与 vs5，vs5与 h5等

参数间存在较强的正相关。这些参数间存在的不同程

度的正负相关性严重影响了优化函数在寻求最优解过

程中的扰动效率和扰动的有效性，从而造成反演误差

较大，收敛速率下降。根据图 7 的部分参数间的联合

边缘概率分布可以看出：vs1与 vs3，h1与 vs3为不相关

或弱相关；vs3与 h3，vs1与 h1，h1与 vs2存在较强的线

性正相关；vs4与 h4，vs1与 h2，h1与 h2，vs2与 h2存在

较强线性负相关。 

 

图 6 参数间相关系数矩阵 

Fig. 6 Correlation coefficient matrix of parameters 

 

图 7 部分参数联合边缘概率分布 

Fig. 7 Joint marginal probability distribution of partial parameters 
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为了确定最佳参数化模型，应用 BIC 准则选择模

型。设计的参数化模型为 4～10 层。图 8（a）为不同

参数化模型的误差函数值，图中存在 2 个凹点，分别

在第 7 和第 9 层位置，而 9 层模型为误差最小值，误

差值最大为 5 层模型。图 8（b）为不同参数化模型的

BIC 值的变化趋势，图 8（b）中的 2 个凹点分别在第

6 和第 9 层位置，BIC 最小值为 9 层模型，因此最佳

参数化模型为 9 层模型。为了验证 9 层模型为最佳模

型，将 6～10 层反演的横波速度–深度剖面相对比见图

9。从图中可以看出 9 层模型的横波速度–深度剖面与

理论模型最匹配。图 10（a）和 10（b）分别为 9 层模

型瑞雷波频散曲线和横波速度–深度剖面拟合结果，图

10（a）中反演的瑞雷波频散曲线的基阶与一阶高模式

拟合精度较高，二阶高模式反演精度略差；反演得到

的横波速度–深度剖面中 1，2 层反演误差略大，其它

层位反演精度较高，尤其是低敏感性的 4，5 层横波速

度和深度反演精度得到明显改善。 

 

图 8 多模式瑞雷波频散曲线的模型选择 

Fig. 8 Model selection of multi-mode Rayleigh wave dispersion  

curves 

 

图 9 模型选择获得的横波速度-深度剖面 

Fig. 9 Shear-wave velocity-depth profiles from model selection  

 

图 10 反演结果(厚度和横波速度未知) 

 Fig. 10 Inversion results (unknown thickness and shear-wave  

..velocity) 

3  实测数据反演 
地震数据采集使用中国地质大学（武汉）Geode

地震采集仪。主要采集参数如下：偏移距 8 m，道间

距 1 m，记录道数 24 道，采样间隔 0.25 ms，采样长

度 250 ms，炮点距为 2 m，覆盖次数为 6 次。地震检

波器频率为 38 Hz，震源为锤击震源。在反演过程中

纵、横波速度、厚度和密度均为未知。本文提取瑞雷

波频散曲线是基于 Radon 变换方法，频率范围为 8～
60 Hz。根据已知地质资料了解到石首防渗墙总厚度约

为 12 m，防渗墙总体结构为两侧软，中部硬（即中部

波速相对较高，两侧波速相对较低）。 
图 11（a）为应用 BIC 准则计算 5～11 层模型的

BIC 值，由图 11 可见开始阶段 BIC 增大，到第 6 层

开始下降，在第 8 层时达到最小，而后 BIC 值又开始

增大，因此 8 层模型为最佳参数化模型。对比 6，8
和 10 层模型瑞雷波频散曲线反演结果（图 11（b）），
发现6层和10层模型的瑞雷波频散曲线与实测瑞雷波

频散数据分别在拐点和尾端拟合精度较差，而 8 层模 
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型的瑞雷波频散曲线与实测瑞雷波频散数据拟合效果

整体较好。观察图 11（c）中 6，8 和 10 层模型的瑞

雷波频散曲线反演得到的横波速度–深度结果，发现 8
层模型的横波速度–深度结构与实际防渗墙结构更为

吻合。 

 

 

 

图 11 基于 BIC 准则的模型选择 

Fig. 11 Model selection based on BIC criterion 

4  结    论 
（1）通过对低速夹层敏感性分析可知：各模式只

对某一频率值下的横波速度敏感，相对低阶模式而言

高阶模式对厚度更敏感，另外低速层的存在“屏蔽”

了其下部横波速度和厚度的敏感性。 
（2）应用改进的非线性算法反演多模式瑞雷波频

散曲线，虽然反演剖面与实际结构对应较好，但仍有

部分层位（4，5 层）反演参数的误差较大，这与各模

式对其敏感性过低有关。通过对后验 PDF 的数值积分

得出，vs1，vs4，vs5，h1，h4的不确定度较大，其中 vs4

与 vs5主峰值偏离理论值较大，不确定度是最大的。而

vs2，vs3，h2，h3和 h5的不确定度较小。模型的不同参

数间都存在不同程度的正负相关，而这些相关性严重

影响了非线性算法的随机扰动效率和有效性，因此参

数间相关性对瑞雷波频散曲线反演效率和精度存在一

定影响，而降低参数间相关性有助于提高反演效率和

精度。 
（3）为解决低敏感性问题，在反演过程中不用与

理论模型对应的 6 层模型作为初始反演模型，而是运

用 BIC 准则判断出最佳参数化模型，将最佳模型应用

到瑞雷波频散曲线反演中，虽然瑞雷波频散曲线并未

完全拟合，但由其所得的剖面结构与理论模型更为吻

合。 
（4）通过对实测瑞雷波频散数据的反演发现，由

BIC 准则确定的防渗墙最佳参数化模型所得的横波速

度–深度剖面与实际防渗墙结构更为吻合。 
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