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渗流问题的弱形式求积元分析 
袁  帅，钟宏志 

(清华大学土木工程系，北京 100084) 

摘  要：对于渗流问题的研究在很多领域有着广泛的应用，工程中通常采用有限元法对其进行数值求解，这往往需要

耗费较大的计算资源从而限制了其计算规模。弱形式求积元法是一种简单和高效的数值方法，该方法基于问题弱形式

描述，可对全域进行高阶近似，具有较快的收敛性，在结构分析领域已有广泛的应用。将弱形式求积元法应用于渗流

问题的求解，分析了二维及三维渗流问题，包括承压渗流和无压渗流；对于无压渗流，采用变网格方法，使用积分点

位置的多项式插值来近似表示自由面。求解了数值算例并得到了与解析解或者文献解一致的结果。结果表明：与有限

元法相比，弱形式求积元法使用较少的自由度就可以得到收敛的结果，显示了弱形式求积元法在渗流分析中的有效性。 
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Seepage analysis using the weak form quadrature element method 

YUAN Shuai, ZHONG Hong-zhi 
(Department of Civil Engineering, Tsinghua University, Beijing 100084, China) 

Abstract: Seepage analysis has found wide application in many areas. In practice, the conventional numerical tools such as the 

finite element method are mainly used in the seepage analysis, which often demand large computational resources and therefore 
impose restrictions on the problem scale. The weak form quadrature element method is a simple and efficient numerical tool 

which has been applied to structural analysis. Based on the weak form description of a problem, it has the characteristics of 
global approximation and enjoys rapid convergence. The method is used for simulation of two- and three-dimensional confined 

and unconfined seepage. For the unconfined seepage, the adaptive mesh method is employed, and the free surface is expressed 
by polynomial interpolation at integration points. The results are compared with those of other methods and good agreement is 

reached. It is shown that a relatively small number of degrees of freedom are needed to attain convergence by the quadrature 
element formulation as compared with those of the finite element method. The weak form quadrature element method is 

expected to be an effective numerical tool for seepage analysis.  
Key words: weak form quadrature element method; seepage; concrete dam; manger; free surface 

0  引    言 
渗流问题的研究在很多工程领域都有非常重要的

应用，如坝体设计、边坡稳定、石油工程等。由于实

际工程的复杂性，传统的手工方法或近似方法等已不

满足工程需要，通常要借助数值方法来进行分析。现

代数值方法如有限元法[1-4]、无网格法[5]、有限差分法[6]、

边界元法[7]等已在渗流分析中被广泛应用。但以上方

法在求解实际大规模问题时往往需要大量的计算自由

度和高计算成本，一定程度上限制了其工程应用。 
弱形式求积元法（weak form quadrature element 

method，简称 QEM）是一种高效的数值算法[8]。从问

题的弱形式描述出发，直接利用数值积分和数值微分，

具有高阶近似的优点，使得求解过程采用的自由度数

量大大少于通常的低阶有限元法。弱形式求积元法不

显式地引入形函数，其形函数隐含在结点导数的微分

求积近似过程中。通常在网格不变的情况下，它可以

通过提高积分阶次来提高计算精度。该方法积分点和

结点采用一套点，使得后处理比较简单。与高阶有限

元相比， 弱形式求积元法的未知变量是具有物理意义

的结点函数值，而且近似阶次可以任意提高。弱形式

求积元法自提出以来，在二维、三维实体分析，框架

等结构的分析中已取得了很好的效果[9-11]。本文将弱

形式求积元法用于渗流问题的分析，以期扩大该方法
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的应用范围，减少实际计算所需自由度和降低计算成

本，为岩土工程分析提供一个高效的数值工具选择。 

1  渗流问题控制方程 
根据连续性条件，渗流的控制微分方程为 
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式中， v为水的达西流速， h 为总水头即压力水头与

孔压水头之和， w 为水的重度， n 为孔隙率， wk 为

水的体积压缩系数。由达西定律 
 h  v K    ，               (2) 

式中， K 为渗透系数矩阵。将达西定律代入式（1），
控制方程可以改写为 

   Sdiv 0h S h  K   。         (3) 

由虚功原理 
   Sdiv d d 0
V V

h h V hS h V     K  ， (4) 

通过分部积分，进一步可以表示为 
 T
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式中， nA 为给定法向流速的边界。式（5）即为渗流

方程的弱形式表达。 

2  弱形式求积元法计算格式 
弱形式求积元法首先将问题划分为一些可以进行

数值积分的子域（求积元单元），然后引入坐标变换将

子域映射到标准域：  
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其中 x，y 和 z 是物理域坐标， ， 和 是标准域坐

标， 1 1   ≤ ， ， ≤ 。由微分的链式法则可得 
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式中， J 和 1J 分别是单元区域变换的雅可比矩阵及

其逆矩阵。然后对式（5）进行数值积分，本文中采用

Gauss-Lobatto 积分。 
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式中， N ， N ， N 是相应方向的积分点个数， iW ，

jW ， kW 是积分权系数， VN 为指定法向流速的边界个

数， 1mN 和 2mN 分别为边界上两个方向上的积分点个

数， J 为单元边界区域变换的雅可比矩阵。再通过对

积分点处的导数进行微分求积近似，(i，j，k)点水头

梯度可以表示为 
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式中， eh 为节点水头矢量， ijkZ 为(i，j，k)点水头梯

度与节点水头矢量的联系矩阵， imC ， jmC 和 kmC 为 3
个坐标方向上的一阶偏导数的微分求积系数，可由显

式表达式给出[8, 9, 12]。例如， 
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式（11）给出的微分求积权系数隐含着标准域内水头

被表示为结点水头值的多项式插值的形式。将式（10）
代入式（9）得到 
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式中，渗透系数矩阵 e
LK ，压缩矩阵 e

WK 和法向流速矢

量 eR 分别为 
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式中， ijkF 和 ijD 分别为域内和边界上的定位向量：
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e
ijk ijk=h F h 和 e

ij ij=h D h 。下面对时间进行离散，假定

时间被分为若干个增量步，第 m 个增量步结果已知，

现在求第m+1个增量步水头。使用 方法，对方程（12）
进行积分 
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式中， 为积分常数，通常取 0.5 1≤ ≤ .0，本文取

0.8  。将式（14）在所有单元上集成就能得到求解

瞬态渗流问题的递推公式为 
 1m m  Ah Bh C   ，        (15) 

其系数矩阵分别为 
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初始水头分布可通过求解稳态渗流方程得到，此处不

再叙述。在弱形式求积元法中，边界条件的处理与在

有限元方法中的处理方式是相同的。 

3  数值算例 
3.1  混凝土坝地基渗流 

本算例考虑图 1 所示混凝土坝地基的二维瞬态渗

流问题。混凝土坝的下游水位保持为零，上游水位从

0.5 m 在 300 min 的时间内线性地上升至 1.5 m，其他

边界均为不透水边界。几何参数见图 1，材料参数为
5 1

s 10 mS   ，渗透系数 41.7 10 m/sk   。使用 3 个四

边形求积元单元（见图 1），每个单元采用8 8 个积分

点，时间增量为 4 min。同时使用有限元软件 ABAQUS
的均匀网格下 30000 个孔压单元计算了该问题，并取 

 

图 1 混凝土坝渗流 

Fig.1 Seepage under a concrete dam 

 

 

图 2 C—D 线和 A—B 线上总水头的变化 

Fig. 2 Variation of hydraulic head along C—D and A—B 

其解作为对比。计算了土体底面（A—B 线）在不同时

刻的总水头分布，如图 2（a）所示，其中参考面取在

土体底面；图 2（b）所示为 C—D 线上的总水头。可

见，求积元法的结果与有限元解非常一致。 
3.2  挡水板地基渗流 

本算例研究如图 3 所示的挡水板地基稳态渗流问

题，其中挡水板在土层水平方向上中间部位，厚度为

0.1 m，其上游水位保持在 10 m，下游水位为 0 m，其

他各面均为不排水边界条件。渗透系数均匀分布，
71.1547 10 m/sk   ，取土层底面为参考，求积元单元

划分见图 3（分割为 5 个单元）。得到挡水板左侧及土

层底面的收敛水头对比见图 4，其中求积元模型使用

了 1815 个积分点（亦为结点），各单元的积分点数分

别为 30×15（单元 1，2，4，5）和 7×15（单元 3）；
ABAQUS 采用了 20402 个结点的均匀网格。可以看到

两者的结果是非常一致的。对比了求积元法和

ABAQUS 分别取不同结点数目（自由度）时，在挡水

板左右侧面上水头的相对误差平均值： error   

 1 /
N

i i i
i

h h h
N

 ，其中 N 为挡水板侧面的结点个数， 

ih 和 ih 分别为挡水板侧面第 i 个均匀结点处的计算水

头和收敛水头，由于求积元单元积分点非均匀分布，

相应位置的水头通过插值得到。相对误差如图 5 所示，
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可以看到求积元法的收敛速度要远远快于有限元法，

可以节省大量的自由度。 

 

图 3 挡水板渗流 

Fig. 3 Seepage under a manger 

 

 

图 4 挡水板左侧面和土层底部水头分布 

Fig. 4 Variation of hydraulic head along left side of manger and 

.bottom  

3.3  三维混凝土坝地基渗流 

此算例是三维渗流问题，其模型见图 6。矩形水

渠受到混凝土坝的阻碍，其上游水位为 2 m，下游为

0 m，水渠宽度为 10 m，深度为 2 m。研究了两种不

同渗透系数的情况，其中第一种为各向同性， xk   

y zk k  3×10-5 m/s；第二种为各向异性， x yk k  3
×10-5 m/s， zk  3×10-6 m/s，其边界条件见表 1，其

中坐标原点取在土层底面中心处。使用 15 个六面体求

积元单元，每个单元选取 5×5×5 个积分点。图 7 为

计算得到土体底面中心线上水头的分布，并与

Rafiezadeh 等[7]使用边界元法得到的结果做了对比，

可以看到两者的结果非常一致。 

 

 

图 5 挡水板左、右侧水头平均相对误差的比较 

Fig. 5 Average relative errors of hydraulic head along left side and  

..right side of manger 

表 1 三维渗流边界条件 

Table 1 Boundary conditions for three-dimensional seepage 

边界 边界条件 

x=-30 m h=8 m 

x=30 m h=6 m 

y=-15 m 不透水 

y=15 m 不透水 

y=-5 m, 6 m<z<8 m, -30 m<x<-6 m h=8 m 

y=-5 m, 6 m<z<8 m, -6 m<x<6 m 不透水 

y=-5 m, 6 m<z<8 m, 6 m<x<30 m h=6 m 

y=5 m, 6 m<z<8 m, -30 m<x<-6 m h=8 m 

y=5 m, 6 m<z<8m, -6 m<x<6m 不透水 

y=5 m, 6 m<z<8 m, 6 m<x<30 m h=6 m 

z=0 不透水 

z=8 m 不透水 

z=6 m (-30 m<x<-6 m) h=8 m 

z=6 m (-6 m<x<6 m) 不透水 

z=6 m (6 m<x<30 m) h=6 m 
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图 6 三维混凝土坝渗流 

Fig. 6 Seepage in a three-dimensional concrete dam 

图 7 土层底面中心线上水头分布 

Fig. 7 Variation of hydraulic heads along centerline of bottom  

surface 

3.4  具有自由面的渗流问题 

本算例采用变网格法求解具有自由面的渗流问

题，将单元顶面结点作为“自由面点”，利用“自由面

点”的多项式插值来近似表示自由面。求解时首先假

定自由面的初始位置，然后根据下式进行迭代： 

1 ( )n n n n
i i i iy y h y      ，       (17) 

式中， 1n
iy  为第 i 个“自由面点”第 n+1 次迭代的竖

向坐标， n
iy ， n

ih 分别为第 i 个“自由面点”第 n 次迭

代的竖向坐标和水头， 为调整参数，算例中取 1  。 
“自由面点”的水平向坐标则根据初始迭代时连接相

应顶面及底面结点的直线来确定。 
考虑图 8 所示的矩形土坝，其渗透系数均匀分布。 

 

图 8 具有自由面的渗流问题 

Fig. 8 Unconfined seepage 

使用两个求积元单元，第一个单元分为 9×3 个积分

点，第二个单元 9×6 个积分点。得到的自由面位置见

图 9，并与解析解[13]做了比较，可以看到求积元结果

与解析解非常一致。另外与文献[14～16]的结果进行

了对比，自由面的相对误差见图 10。可见，求积元以

很少的结点得到了高精度的结果。 

图 9 渗流自由面结果比较 

Fig. 9 Solution of free surface 

图 10 自由面误差比较 

Fig. 10 Comparison of relative errors of free surface 

4  结    论 
本文给出了渗流分析的弱形式求积元列式，求解

了关于混凝土坝、挡水板以及土坝二维及三维渗流问

题，并与有限元法或文献解进行了对比，取得了很好

的一致性。结果表明，求积元法具有较快的收敛速度，

所需自由度少，前后处理简单，在渗流分析领域有着

非常广阔的应用前景。 
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