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非饱和非稳定渗流作用下边坡稳定的有限元塑性 
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摘  要：常规的土坡稳定性分析方法主要是基于饱和土理论和稳定渗流情况，难以反映降雨作用和水位骤降对边坡稳

定的影响，而实际上相当一部分坡体失稳是由于非饱和非稳定渗流引起的。基于 Bishop 提出的非饱和土有效应力原理

以及 Fredlund 双应力强度理论，将任意时刻的水压力当做体积力考虑到平衡方程中，用基于有效应力的方式建立满足

平衡条件、间断条件、应力边界条件以及屈服条件下考虑非饱和非稳定渗流作用的下限法非线性规划模型，并且编制

了相应的程序。通过对降雨入渗和库水骤降的边坡数值算例的分析，验证了所提方法的正确性，对非饱和非稳定渗流

作用下土坡失稳的规律有了进一步的认识。 
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Lower bound analysis of slope stability subjected to transient unsaturated seepage 
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Abstract: The conventional methods for slope stability analysis are mainly based on the theory of saturated soils and the stable 

seepage situation and difficult to reflect the influence of rainfall and water level drawdown on slope stability. Actually quite a 

number of slope instabilities are caused by transient unsaturated seepage. Based on the effective principle of unsaturated soils 

by Bishop and the theory of two-stress-state-variable mechanism of the shear strength by Fredlund, the water pressure at any 

time is introduced into the balance equation as the volume force and the effective stress fields satisfying the conditions of 

equilibrium, stress boundary, yielding and stress discontinuity are constructed. By using the idea of nonlinear programming, a 

lower bound analysis model for the slope stability subjected to transient unsaturated seepage is established, and the 

corresponding program is compiled. Through numerical examples of impoundment drawdown and rainfall infiltration analysis, 

the correctness of the proposed method is verified, and a further understanding about the law of slope instability subjected to 

transient unsaturated seepage is obtained. 
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0  引    言 
在边坡工程中，经常会遇到降雨入渗、库水骤降

引起的边坡失稳问题。雨季中经常发生的滑坡、泥石

流等地质灾害与土体非饱和非稳定渗流密切相关，降

雨入渗导致地下水位以上非饱和区孔压升高，使土体

的饱和度增加，降低了非饱和土的基质吸力，同时降

低土体的强度。库水骤降主要考虑土体内的孔压消散

问题，在坡外水骤降后，由于孔压未能及时消散而降 
低了边坡稳定性，需通过非饱和非稳定渗流计算确定

坡内孔压在时空上的分布。 

有限元塑性极限分析方法[1]目前已在土坡稳定分

析中得到了广泛的应用[2-6]。文献[2～4]考虑了孔隙水

压力对边坡稳定的影响，不过他们的成果仅针对饱和

土。近几年，黄茂松等[7]基于转动–平动组合破坏机构，

提出了一种用于含软弱夹层边坡降雨入渗稳定性极限

分析上限法。 
就总体而言，国内外运用极限分析进行边坡稳定

分析的研究方法较多，但大都是针对饱和土，而对非
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饱和非稳定渗流作用下的边坡稳定研究还较少。笔者

基于Bishop提出的非饱和土有效应力原理、Fredlund
双应力强度理论以及极限分析下限法理论，用有效应

力的方式建立了非饱和非稳定渗流作用下有限元极限

分析下限法模型，分析了降雨入渗、库水骤降等作用

下边坡的稳定性。      

1  非饱和土理论  
1.1  非饱和土的有效应力原理 

太沙基有效应力原理[8]在描述饱和土性状上的合

理性已被证明并被广泛接受，因此人们试图将其延伸

并应用到非饱和土的分析中。其中以 Bishop 等[9]的非

饱和土的有效应力公式应用最为普遍： 

 a a w( ) ( )u u u         ，       (1) 
式中， 是总应力， wu 为孔隙压力， au 为孔隙气压力，

 为与土饱和度有关的参数，其值介于 0～1 之间。  
Fredlund 等[10]提出了建立在多相连续介质力学基

础上的非饱和土应力分析，认为可以用两个独立变量

au  和 a wu u 来描述土体应力状态，并称前者为净

法向应力，后者为基质吸力。通常情况下，可以认为

孔隙气压力等于大气压力。 
1.2  非饱和土的抗剪强度理论 

在Mohr–Coulomb破坏准则及Bishop有效应力原

理的基础上，Fredlund 等[11]建立了基于双应力状态变

量的非饱和土的抗剪切强度表达式： 

 
b

a a w( ) tan ( ) tan  c u u u         ，    (2) 

式中， b 为随基质吸力变化的内摩擦角， a w( )u u  
btan 称为基质吸力的附加强度。严格来说 b 是随着

基质吸力的变化而变化，但实际应用时，一般都假定
b 为常量，本文沿用了这个假定。 

2  考虑非饱和非稳定渗流的有限元塑

性极限分析下限法 
用基于有效应力的方式来建立有限元下限法基本

方程，有限元下限非线性规划数学模型由三部分组成：  
（1）线性约束条件。包括考虑渗流作用下的平衡

条件，间断面应力连续条件和应力边界条件。 
（2）非线性约束条件。即屈服条件，采用 Fredlund

非饱和土的双应力抗剪强度公式。 
（3）目标函数。本文采用线性三角形单元离散结

构体，每个单元都需满足上述的约束条件与目标函数。 
2.1  土体离散 

本文主要讨论二维平面问题，土体采用三角形单

元离散，不同的单元可赋予不同的力学参数以反映其

不均匀性，但同一单元材料均一。构造下限法静力许

可应力场时，允许单元之间应力间断，因此每个结点

只属于某一个特定单元，即不同单元的结点可具有相

同的坐标，见图 1。单元内部应力呈线性变化，与节

点应力的关系可表示为 
3
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图 1 下限法单元应力模式 

Fig. 1 Stress modes of lower bound method 

2.2  线性约束条件 

线性约束条件包括平衡方程约束、间断面应力连

续条件约束、应力边界条件约束。各约束条件的矩阵

表达式如下： 
（1）平衡条件 
建立平衡方程时，将任意时刻 t的渗透体积力、

自重以及渗透惯性力等用体积力表示。二维问题的平

衡方程一般形式为 

( ) 0

( ) 0

xyx
x

y xy
y

X t
x y

X t
y x



 
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，

，
        (4) 

式中， ( )xX t ， ( )yX t 分别为 t时刻 x，y向的体积力，

包括自重、地震惯性力、渗透体积力等。 
将上述三角形单元的应力表达式（3）代入平衡方

程（4）即得到平衡方程的结点应力表达形式。写成矩

阵形式如下： 

    e e e
equil equilA b      

 ，         (5) 

式中， 

e
equil e

0 0 01
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i i j j k k

i i j j k k

b c b c b c
A

c b c b c bA
 

     
 

，

   e e e e e e e e e e T
1 1 1 2 2 2 3 3 3 x y xy x y xy x y xy                ，

   Te e e
equil ( ) ( )x yb X t X t ， eA 为三角形单元面积。

 本文在考虑渗流作用时，将其视做体积力考虑并

表示为 

w w( ) ( )X t J t   ，            (6) 
式中， w ( )X t 为渗透体积力， w 为水的重度， ( )J t 为

渗透坡降。 
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可以把 w ( )X t 分解为两个的分量： 
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式中， ( )
xw

X t ， ( )
yw

X t ， ( )xJ t ， ( )yJ t 分别为 t时刻渗

透力和渗透坡降在 x，y方向的分量。 
本文采用三角形一阶线性单元， ( )xJ t ， ( )yJ t 可

表示为 
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式中， ( )iH t 为 t时刻的节点水头。 
将式（8）带入式（7）可得 
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应用上述公式可以根据渗流计算结果得到渗透体

积力 ( )
xw

X t ， ( )
yw

X t ，代入式（4）得到可考虑渗流作

用的平衡方程，但应注意仅在土体的饱和部分考虑渗

透力的影响，并取重度为浮重度。 
（2）间断面应力连续条件约束为 

   '
equil equil  d d dA b    。

          
(10) 

（3）边界条件约束为 
               '

bound bound  b b bA b    。         (11) 

上述式（10）、（11）的意义可参考文献[5，6]。对

于坡外水荷载，在考虑渗流体积力时已将其考虑在内，

故对有坡外水荷载的边界条件可按自由边界条件处理。 
2.3  屈服条件 

对于非饱和土则采用 Fredlund提出的双应力状态

变量非饱和土的抗剪切强度公式： 
b

a a w/ ( ) tan / ( ) tan /  c k u k u u k         。 (12) 
其屈服条件可以表示为 
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≤  。 (13) 

式（8）、（10）可表示为 
( , ) 0ijf k  ≤   。            (14) 

2.4  目标函数 

本文采用强度储备系数来定义安全系数时，定义

强度储备系数为 

  tan
tan k k

ck
c



 

 
 

  ，          (15) 

式中， k kc  ， 为进行强度折减以后的强度参数。 
2.5  有限元下限法数学规划模型 

基于目标函数以及上节推导的约束条件，可建立

求解边坡强度储备系数的非线性数学规划模型。 
将强度储备系数设为目标函数，并对式（5）、（10）、

（11）、（14）进行集合，可得到计算模型总的约束方

程，则求解强度储备系数的有限元下限法非线性数学

规划模型为 
Max： k  

Subject to:  
[ ] { }

( , ) 0ij

A X B
f k
 
 

  。          (16) 

式中  e d b
equil equil bound

1 1 1
[ ] [ ] [ ] [ ]

E D L

e d l
A A A A
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     为总体等 

式线性约束矩阵，它由每个单元的平衡约束矩阵、应

力间断面连续条件约束矩阵、应力边界条件约束矩阵 

集成； e d b
equil equil bound

1 1 1
{ } { } { } { }

E D L

e d l
B b b b

  

     为右端项；

E为单元总数，D为各单元公共边总数，L为单元边

界总数。 

3  算例分析 
本文用 Fortran 编制了相应的程序 ，使用 SQP 算

法对非线性规划进行求解，并采用美国 LINDO 系统

公司开发的专业优化软件 LINGO 实现 SQP 法在塑性

极限分析法中大规模非线性规划问题中的求解问题。

为了验证本文方法及程序编写的正确性，对降雨入渗

和库水骤降的边坡数值算例进行了分析。 
3.1  降雨入渗算例 

图 2 所示为一个均质土坡算例[12-13]，本例分析该

土坡在降雨入渗下的稳定性，土体的计算参数为：
318 kN/m  ， 8 kPac  ， 25   ，饱和渗透系数为

463.832 10  cm/s 。初始水位与 BC同高，AB，BC为

水头边界，CD，DE为降雨入渗边界，施加的降雨强

度为10 mm/h ，EF，AF 为不透水边界。该算例的土

水特征曲线见图 3，非饱和土渗透系数–吸力关系曲线

见图 4，计算网格见图 5。 

图 2 降雨入渗边坡算例的几何特征 

Fig. 2 Geometrical characteristics of a slope under rainfall  

.infiltration 
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图 3 土–水特征曲线 

Fig. 3 Soil–water characteristic curve  

 

图 4 非饱和土渗透系数–吸力关系图 

Fig. 4 Relationship between hydraulic conductivity and suction of  

unsaturated soils 

 

图 5 下限法计算网格 

Fig. 5 Grid of lower bound method 

分别计算 0  和 0.475  的情况下不同时刻边

坡的稳定安全系数。图 6，7 可看出，本文方法和极限

平衡法结果基本一致，结果略小，符合下限解的性质。

图 8 为各时刻对应的孔压分布图，随着降雨的持续，

坡体从外到内逐渐饱和，5 h 后坡内孔压逐渐趋于稳

定。 

 

图 6 安全系数随时间变化图（ 0.475  ） 

Fig. 6 Variation of safety factor with time ( 0.475  ) 

在 0.475  的情况下，由于降雨后 BC以上的非

饱和区域迅速减小导致基质吸力消失，安全系数在降

雨初期显著降低。 0  （即不考虑基质吸力作用）

的情况下，由于浸润线的上升造成安全系数降低，降

雨后边坡的稳定性变化较考虑基质吸力情况要小。另

外，由于基质吸力的存在考虑非饱和作用（ 0.475  ）

比不考虑（ 0  ）的情况安全系数提高很多。 

 

图 7 安全系数随时间变化图（ 0  ） 

Fig. 7 Variation of safety factor with time（ 0  ） 

图 8 孔压分布图 

Fig. 8 Distribution of pore pressure 

3.2  库水骤降算例 

图 9 所示的一个均质土坡算例，该算例为 Lane
等[14]给出，土体的计算参数为 / 0.05c H  ， 20   ，

计算网格见图 1 0 。这里引入了一个量纲 为 

一的参数 s

s r( )
k

v


 



，其中 sk 为饱和渗透系数， s 为 

饱和含水率， r 为残余含水率，v为库水下降速度，
的意义为孔压消散速度和库水下降速度的关系，本文

分析研究不同 sk 和 s r( )v  比值下库水位下降对边
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坡稳定性的影响。应该注意，库水下降情况的边坡稳

定性仅和 sk 和 s r( )v  的比值有关。渗流计算的初始

状态为上下游水位都为 H，L为下降高度。  

图 9 库水骤降算例的几何特征 

Fig. 9 Geometrical characteristics of impoundment drawdown 

图 10 下限法有限元网格划分 

Fig. 10 Grid of lower bound method  

由于本算例的非饱和区较小，故仅考虑 0   

（
btan

tan







）的情况。其中条分法采用 Geostudio 软 

件的 Slope/Seep 两个模块耦合计算，即通过 Seep 模块

进行渗流分析之后，在条分法计算中计入 Geo-Seep
模块渗流分析的孔压结果，这样避免了通常根据浸润

线确定孔压所带来的误差。 
图 11～13 为 =0.1，0.2 及稳定渗流（ ）

情况下，坡内自由水位变化图。图 14～16 分别对应

 =0.1，0.2 及稳定渗流（ ）情况下，边坡稳定

安全系数随库水位下降不同高度情况的关系图，结果

表明安全系数随着 的减小而减小，在库水下降的过

程中存在一个最不利的水位，对于骤降情况（ =0.1，
0.2）这个最不利水位在 L/H=0.7 的位置，对于缓降情

况（ ）这个最不利水位在库水降到最低处。 

 

图 11 1/10  坡内自由水面变化图 

Fig. 11 Variation of free surface of slope ( 1/10  ) 

 

图 12 1/5  坡内自由水面变化图 

Fig. 12 Variation of free surface of slope ( 1/5  ) 

图 13  坡内自由水面变化图    

Fig. 13 Variation of free surface of slope (  ) 

图 14 1/10  情况下的稳定安全系数 

Fig. 14 Safety factor ( 1/10  ) 

图 15 1/5  情况下的稳定安全 

  Fig. 15 Safety factor ( 1/5  ) 

图 16  情况下的稳定安全系数 

Fig. 16 Safety factor (  ) 

图 17 为本文方法计算的不同 情况下的稳定安

全系数比较，可以发现随着库水逐渐的下降，安全系

数迅速降低，并且降低的程度随着 值的减小而增加。 

图 17 本文方法计算的不同情况下的稳定安全系数 

Fig. 17 Calculated safety factors under different conditions 
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从计算结果可以看出本文下限法的结果略小于

Bishop 法和 Spencer 法的结果，大于 Janbu 法的结果。 

4  结    论 
通过有限元塑性极限分析下限法，本文分析了边

坡在库水骤降以及降雨入渗情况下的稳定性，并将计

算结果与 Bishop、Janbu 以及 Spencer 进行比较，可以

得出以下 3 点结论。 
（1）本文方法具有严格的理论基础和明确的物理

意义，并且可以比较方便地考虑复杂的荷载、几何、

材料及边界条件，可以求得非饱和非稳定渗流作用土

坡稳定的严格下限解。 
（2）通过本文方法与其他方法的计算结果的比

较，可以看出本文下限法的结果略小于 Bishop 法和

Spencer 法的结果，大于 Janbu 法的结果。说明了本文

介绍方法及其程序编制的正确性。 
（3）库水骤降时，坝坡安全系数随着孔压消散速

度 的减小而减小，在库水下降的过程中存在一个最

不利的水位，对于骤降情况（ =0.1，0.2）这个最不

利水位在 L/H=0.7 的位置，对于缓降情况（ ）

这个最不利水位在库水降到最低处。 
降雨入渗时，从计算结果可以看出考虑基质吸力

时安全系数在降雨初期显著降低，而不考虑基质吸力

时安全系数在降雨初期相对较小。因此认为边坡在降

雨入渗时稳定性的降低是由于降雨使得非饱和区域减

小，导致基质吸力降低，进而使得边坡非饱和带土体

的抗剪强度下降。 
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