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浅埋隧道围岩应力及位移的显式解析解 
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摘  要：浅埋隧道施工引起的地层位移将传递至地表进而形成地表沉降，施工前准确预测地层位移是有效控制地表沉

降的前提。基于复变函数法，利用逆映射函数求解 z 平面复势函数的级数形式，并结合柯西–黎曼方程（C–R 条件）对

Verruijt 提出的浅埋隧道围岩应力及位移隐式解析解中的解析函数求导，得出了浅埋隧道应力及位移函数的级数显式表

达式；与 Verruijt 隐式解析解相比，该显式解析解直观，便于被工程人员使用，其编程计算量也较小；为确定显式解析

解中的未知系数，基于浅埋隧道洞室变形产生的原因，提出了 3 种隧道洞室边界的变形模式和 2 种变形比率，合理调

整变形比率可以实现多种边界条件组合。工程实测地层位移与显示解析解的计算结果吻合度高，验证了所提显式解析

解的正确性和实用性。 
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Explicit analytical solutions for stress and displacement of surrounding rock         
in shallow tunnels  
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Abstract: The ground movements caused by urban shallow tunnelling can be passed to the ground surface and then form 

surface settlements. It is necessary to accurately predict the ground movements before tunnelling for effectively controlling the 

ground settlements. Based on the complex variable function method, the series forms of complex potential functions in z-plane 

are first obtained using the inverse mapping function. By taking the derivative of analytical functions proposed by Verruijt with 

Cauchy-Riemann equations, explicit analytical solutions for the stress and displacement induced by shallow tunnelling are 

obtained. The explicit solutions are intuitional and easily used by engineers, which have smaller amount of calculation than the 

solutions proposed by Verruijt. Moreover, by improving the previous researches on deformation modes of shallow tunnels, 

three deformation modes and two deformation ratios are put forward. Finaly, the explicit solutions are compared with the field 

test data of two tunnel projects, and the accuracy and practicability of the proposed explicit solutions are proved. 
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0  引    言 
随着城市交通的不断发展，以城市地铁及地下道

路等为代表的城市隧道的修建将会大大增加，这类隧

道往往埋深较浅，受到地面及地层中的建构筑物等复

杂荷载的综合作用，施工过程中的地层位移影响因素

多，准确预测地层位移较为困难。随着人们环保意识

的不断增强，城市隧道施工引起的地层位移及其对周

围环境的影响控制问题己被相关学者充分重视，而隧

道施工前准确地预测地层位移是有效控制施工对环境

影响程度的前提。 

20 世纪以来，复变函数理论已被广泛地应用在弹

性力学领域，如徐芝纶 [1] 、 Timoshenko 等 [2] 、

Muskhelishvili 等[3]对此都有相关论述。Verruijt[4-5]系统

阐述了利用复变函数法分析浅埋隧道周边围岩应力及

位移的思路，避免了双极坐标法计算上的困难，也避
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免了镜像法中关于奇点假设的不足，在给出应力场的

同时还直接给出位移场的精确解析解。由于解决浅埋

隧道周边应力场及位移场的精确性，复变函数法已被

众多学者青睐，并在此基础上做了进一步研究[6-8]。 
然而，Verruijt 提出的解法在求解时涉及两复平面

的反复映射，应力及位移解不能直接由保角映射前 R
域内坐标（x，y）的函数表示，即可称 Verruijt 提出的

解法为隐式解析解（后文中简称为 Verruijt 解）。其存

在以下几点不便：①该解法需要一定的专业理论知识，

若不是研究复变函数的专业人员，无法像 Peck 经验公

式那样直接被工程人员使用，而对于显式解析解，工

程人员可以通过直接输入地层参数来求得应力及位

移，这就使工程人员不必要花费很多时间来研究其复

杂的映射原理；②Verruijt 求解过程涉及两个复平面的

反复映射，计算效率低，求解过程复杂，编程计算量

大，而显式解析解，可以直接将应力及位移编程为保

角映射前 R 域内坐标（x，y）的函数，计算量较小；

③Verruijt 解不直观，在叠加求解承载地层条件下隧道

施工引起的围岩应力及位移时，其适用性较差。综上

所述，推导基于复变函数法的浅埋隧道围岩应力场及

位移场的显式解析解，有重要的理论意义和工程应用

价值。 
本文基于复变函数法，利用逆映射函数求解 z 平

面复势函数的级数形式，并结合柯西–黎曼方程（C–R
条件）对 Verruijt 提出的浅埋隧道围岩应力及位移隐

式解析解中的解析函数求导，得出浅埋隧道应力场及

位移场函数的级数显式表达式，并提出 3 种隧道洞室

边界的变形模式和 2 种变形比率，用以确定显式解析

解中的未知系数。通过与工程实测数据对比分析，验

证本文显式解析解的正确性和实用性。 

1  应力及位移显式表达式推导 
1.1  Verruijt 隐式解析解 

Verruijt 在文献[4]中详细论述了复变函数法求解

浅埋隧道应力及位移的问题。其基本原理为：平面问

题的解，可以表示为区域 R（除去孔洞的半平面 y＜0）
内处处解析的复势 1( )z 、 1( )z ，浅埋隧道应力解及

位移解可根据下式确定： 

   1 1 12 ( ) ( ) 4Re ( )xx yy z z z           ， (1a) 

 1 12i 2 ( ) ( )yy xx xy z z z          ，   (1b) 

1 1 12 ( i ) ( ) ( ) ( )x yu u z z z z         。  (1c) 

半无限平面内只考虑一个孔洞时，映射函数为 

 
2

2

1 1 1i i
1 1 1

z h a  
 

  
  

    
  

 ， (2) 

式中， 是由洞室半径 r 与洞室圆心埋深 h 的比值

（r/h）定义的一个参数，可以表示为 

 2

2
1

r
h







  。              (3) 

保角映射后的  域内解析函数为 

0
1 1

( ) k k
k k

k k
a a b   

 


 

    ，    (4a) 

0
1 1

( ) k k
k k

k k
c c d   

 


 

    。    (4b) 

并与 1( )z ， 1( )z 存在以下关系： 1 1( ) ( ( ))z     
 ( )  ， 1 1( ) ( ( )) ( )z       。 

然而，如图 1 所示，映射前区域 R 内每点的坐标

可用（x，y）表示，映射后区域  内每点的坐标可用

（ζ，η）表示。求解过程涉及两复平面的映射，即如

需要求一点（x，y）处的应力或位移值，须先用映射

函数映射到区域 内得到与之对应的点（ζ，η），求出

值后再映射回相应的（x，y）点。也就是说，在求解

过程中应力及位移解不能直接由保角映射前 R 域内坐

标（x，y）的函数表示，对工程人员来说应用起来十

分不便。 

 

图 1 “黑箱理论”示意图 

Fig. 1 Diagram of black box theory 

1.2  显式解析解推导 

本文将保角映射后的 域内作为一个“黑箱”（见

图 1），试图得出用保角映射前 R 域内坐标（x，y）表

示的应力及位移场的显式表达函数，藉此在保留
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Verruijt 解精度的同时，为工程应用人员提供一个简洁

实用的形式。为此，采用逆映射函数将 ζ 平面解析函

数 ( )  ， ( )  转化为 z 平面解析函数 1( )z ， 1( )z ，

结合柯西–黎曼方程（C–R 条件）对 Verruijt 提出的浅

埋隧道围岩应力及位移隐式解析解中的解析函数进行

求导，得出应力函数及位移函数的级数显式表达形式，

根据具体问题的边界条件求出显式公式中的相关系

数，进而给出该具体问题的地层应力及位移的显式表

达式。 
（1）z 平面复势函数级数形式的求解 
式（2）相应的逆映射函数为 

 1 i
i

z az
z a

  
 


   ，         (5) 

若设 z=x+iy，则式（5）可变形为 

 

2 2 2

22

2 i ix y a xa U V
x y a


  

  
 

  ， (6) 

式中，
 

2 2 2

22

x y aU
x y a

 


 
，

 22

2xaV
x y a


 

。 

然后将式（6）转化为复数 ζ 的三角形式如下： 

2 2

2 2
( ) cos arccos UU V

U V


      
  

 

2 2
i sin arccos U

U V

 
 

  
  ，          (7) 

由复数的幂次运算的相关法则可知 

2 2

2 2
( ) cos arccosk k UU V k
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

       
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     

  。        (8) 

根据问题的对称性，Verruij 假定所有系数均为纯

虚数，为方便（简化）之后的求导，将复势函数转化

为实部和虚部的形式，可设 
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。
      (9) 

则复势函数式（4a）及式（4b）可变形为 
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  ，       (10a) 
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  。       (10b) 

简化式（10a）、（10b），并考虑到式（4a）、（4b）
得 
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      (11b) 
式中， 
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    （2）根据柯西–黎曼方程对解析函数求导 
因为 φ(ζ)、ψ(ζ)都是解析函数，根据柯西–黎曼方

程（C–R 条件）可知：当 f (z)=u(x, y)+iv(x,y)在点 z=x+iy 
可微时，其导数可由下式来计算： 

  i iu v v uf z
x x y y
       
   

  。   (12) 

于是，对 φ1(z)及 ψ1(z)（即式（11a）及式（11b））
求导，得 
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z a W b W
x x


 

 

       
  

     

2 2

3 42 2
1 1

k k
k k

a W b W
x x

 

 

    
  

    。   (13c) 

（3）浅埋隧道围岩应力及位移求解 
将式（13a）、（13b）、（13c）代入式（1a）、（1b）、

（1c）得应力函数及位移函数的显式表达式： 

  3 4
1

2 ( 2 )xx k k k k
k

a c W b d W
x x






               

2 2 2 2

1 2 3 42 2 2 2k k k ky a W b W x a W b W
x x x x

                    
，

(14a) 

3 4
1

(2 ) (2 )yy k k k k
k

a c W b d W
x x






                

 
2 2 2 2

1 2 3 42 2 2 2k k k ky a W b W x a W b W
x x x x

                    
， 

(14b) 

1 2
1

xy k k
k

c W d W
x x






           

2 2 2 2

1 2 3 42 2 2 2k k k kx a W b W y a W b W
x x x x

                    
， 

(14c) 

1
0 0 1 2

1

(2 ) ( ) ( ) ( )y k k k k
k

u a c a c W b d W   






              
 



1 2 3 4k k k kx a W b W y a W b W
x x x x

                      
，

(14d) 

1
3 4

1

(2 ) ( ) ( )x k k k k
k

u a c W b d W  






            
 
    

3 4 1 2k k k kx a W b W y a W b W
x x x x

                      
 。

(14e) 
1.3  显式解析解优越性分析 

（1）式（14a）～（14e）中，将保角映射后的 γ
域内作为一个“黑箱”，应力及位移函数显式解析解，

其左右两边都是映射前 R域内的形式，对于工程人员，

不需要研究其理论原理，可以如 Peck 经验公式那样，

通过直接输入参数，即可直接通过坐标（x，y）求得

相应点的值。 
（2）式（14a）～（14e）中，所含输入参数可分

为两组：①隧道几何及地层参数：E，，，，h，r，
a。从形式上讲，因其含所有坐标（x，y）为显式解析

解表达式的主体函数部分，确定了函数的几何形状；

②变形边界条件相关系数：a0，ak，bk，c0，ck，dk，

可由隧道边界变形条件确定。从形式上讲，其为主体

函数部分的系数，确定了函数的几何尺寸大小。因此，

显式解析解能明确研究不同地层参数及变形边界条件

对解析解的影响规律。 
（3）式（14a）～（14e）中，编程过程只涉及映

射前复平面，计算效率较隐式解析解高，求解过程简

单，可以通过直接输入地层参数来求得所得的应力及

位移。显式解析解可以直接将应力及位移编程为保角

映射前 R 域内用坐标（x，y）的函数，计算量较小，

计算效率高。 

2  浅埋隧道洞室变形模式 
显式解析解中，变形边界条件相关系数 a0，ak，

bk，c0，ck，dk可由隧道边界变形条件确定，因此，合

理的确定浅埋隧道洞室变形模式是本文另一重点研究

的问题。国内外学者对隧道洞室变形进行了一系列的

研究，Verruijt[4]、Bobet 等[9]认为，隧道地层变形是均

匀径向收缩，包括了盾尾空隙和衬砌自收缩变形；

Loganathan等[10]在Verruijt[4]提出的孔洞径向收缩变形

的基础上提出了孔洞的椭圆化变形；Park[11]简化出 4
种用三角级数表示的径向变形模式。 

从隧道洞室变形产生的原因分析，本文总结并改

进了以上学者的隧道洞室变形模式，认为应采用图 2
所示的 3 种隧道洞室变形模式：①均布径向收缩（地

层损失）u0，由周边围岩对隧道的体积应力引起，使

隧道体积发生改变而形状不变；②椭圆化变形 ut，由

周边围岩对隧道的偏应力引起，使隧道形状发生改变

而体积不变；③竖向位移 us，一方面隧道衬砌由于自

身重力影响，离开盾尾后自身发生沉降，另一方面由

于衬砌重量轻于被开挖地层材料重量而产生的浮力效
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应影响，这两种影响综合考虑即可。因此，开挖造成

的隧道洞室变形为径向收缩、椭圆化变形和竖向位移

3 种基本方式的综合作用。 

 

图 2 浅埋隧道变形模式示意图 

Fig. 2 Deformation modes of shallow tunnel 

由于各工程实测隧道洞室变形数据往往只是均布

径向收缩变形，如何确定椭圆化变形及竖向沉降的大

小将成为一个问题。基于此，本文提出两个比率，用

以根据径向收缩变形去量化椭圆化变形及竖向沉降的

大小， t 为椭圆化比率， s 为竖向沉降比率，定义如

下式所示： 
t

t
0

u
u

    ，                 (15a) 

s
s

0

u
u

    。                (15b) 

之前的学者对于隧道洞室变形模式的研究仅仅

是提取有限的几种，本文提出的两个比率，改进了

之前学者对隧道洞室变形边界的研究，即可通过改

变两参数的大小，去研究多种不同组合的隧道洞室

变形。 
根据隧道边界变形 u0，ut，us的值，可由 Verruijt[4]

提出的方法确定变形边界条件相关系数 a0，ak，bk，

c0，ck，dk的值。将 a0，ak，bk，c0，ck，dk及 E，，
，，h，r，a 的值代入式（14a）～（14e）中，则

式（14a）～（14e）简化为只含 x 和 y 函数的表达式。

此时，可根据具体的 x 和 y 的值，求得相应位置处的

围岩应力及位移。 

3  显式解析解应用及验证 
为说明显式解析解的实用性，现引用以下两组隧

道实例进行分析。两组隧道[12-13]的施工方法为 EPB，
地层性质为软黏土，r=1.85 m，h=9.70 m，泊松比为

0.5，其余参数见表 1。工程中，实测点的位移常采用

延伸仪及倾角仪测量，可得到地层中水平及竖向测线

上监测点的水平及竖向位移。运用本文推导的显式解

析解公式式（14d）～（14e），可以简洁方便地提出

大量地层各点位移数据，现将工程实测数据及解析解

进行对比，结果分析如下： 
（1）旧金山 4 号线隧道 N-2 标段 
旧金山 4 号线隧道 N-2 标段使用直径为 3.7 m 

EPB盾构机修建直径为3.56 m的隧道。该工程施工时，

采用仪器布置 23 个测点测量地层的竖向及水平位移，

如图 3 所示。圆点为实测数据，实线为显式解析解每

隔 1 m 提取数据连线做出的曲线。 
表 1 隧道几何尺寸及地层参数 

Table 1 Tunnel geometry and soil parameters  

项目 u0/mm t  s  

4 号线隧道 16.00 2.11 0.5 

2 号线隧道 56.00 0.61 0.5 

 

图 3 解析解与实测位移对比图(旧金山 4 号线隧道 N-2 标段) 

Fig. 3 Comparison between computed and measured  

    displacements (N-2 Tunnel, San Francisco Line No. 4) 
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（2）旧金山 2 号线隧道 N-2 标段 
为不失解析解的普遍性，同样的方法去研究旧金

山 2 号线隧道 N-2 标段显式解析解与实测地层位移，

如图 4 所示。 

 

图 4 解析解与实测位移对比图(旧金山 2 号线隧道 N-2 标段) 

Fig. 4 Comparison between computed and measured 

displacements (N-2 Tunnel, San Francisco Line No. 2) 

由图 3，4 可知，绝大部分实测点都与显式解析解

重合，表明本文推导的基于复变函数法的显式解析解

可以很好地预测隧道施工引起的地层位移。 
通过以上分析可见，显示解析解的优势在于可以

方便工程人员做出多条地表及地层内部测线，用以系

统研究地层内位移变化规律，实用性好，对城市隧道

施工的沉降预测有重要意义。而且，若研究地面及地

层中的建构筑物等荷载作用下的地层应力及位移，较

隐式解析解而言，可以更加方便地叠加各种荷载，从

而大大提高复杂条件下隧道施工地层应力及位移的计

算效率。 

 

4  结    论 
（1）利用逆映射函数将 ζ 平面解析函数 ( )  ，

( )  转化为 z 平面解析函数 1( )z ， 1( )z ，结合柯西

–黎曼方程（C-R 条件）对 Verruijt 提出的浅埋隧道围

岩应力及位移隐式解析解中的解析函数求导，得出了

应力函数及位移函数的级数显式表达形式；该显式解

析解直观，便于被工程人员使用，且较隐式解析解的

编程计算量小。 
（2）基于隧道洞室变形产生的原因，提出了 3

种隧道洞室边界的变形模式，并定义了 2 种变形比率，

该比率可用于根据径向收缩变形去量化椭圆化变形

及竖向沉降变形，合理的调整其大小可实现多种边界

条件的不同组合，据此可确定浅埋隧道围岩应力及位

移显式解析解中的未知系数。 
（3）基于工程实例，将浅埋隧道围岩应力及位

移显式解析解进行了应用，并将显式解析解的理论计

算结果与工程实测地层位移进行了对比分析，验证了

本文显式解析解的正确性和实用性。 
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