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Biot 动力固结方程简化模型在桩水平动力响应中 
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摘  要：分析不同 Biot 动力固结方程简化模型在桩水平振动中的适用性。引入势函数进行解耦，推导了忽略土体及水

体竖向连续的土层水平振动响应解析解，结合以前研究，讨论了单相土模型、等效单相土模型与不同渗透系数条件下

忽略流体惯性项忽略竖向连续模型、考虑流体惯性项忽略竖向连续模型以及考虑流体惯性项考虑竖向连续模型的桩头

阻抗频响规律，指出 Biot 动力固结方程可进行简化的条件。 
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Applicability of simplified model of Biot's dynamic consolidation equation to 
response of horizontal vibration of piles 
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Abstract: The applicability of simplified model of Biot's dynamic consolidation equation to response of horizontal vibration of 

piles is analysed. The potential functions are introduced to decouple the governing differential equations, and then the analytical 

solution neglecting the vertical continuity of soil and water is derived. Based on the previous researches, the impedance 

functions of the head of piles are discussed using the single-phase soil model, the equivalent single-phase soil model and                                                   

the model neglecting fluid inertia term and vertical continuity of soil and water, the model considering fluid inertia term and 

neglecting vertical continuity of soil and water, and the model considering fluid inertia term and vertical continuity of soil and 

water. It is concluded that the conditions of Biot’s dynamic consolidation equation can be simplified. 
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0  引    言 
桩土相互作用理论被广泛应用于动力基础设计、

建筑桥梁等结构的抗震分析中，过去几十年广大学者

进行了深入的研究。Novak 等利用弹性半空间理论中

的连续介质力学模型把土体视为连续、均匀、各向同

性的弹性或黏弹性体，较系统的研究了单相土介质中

桩的振动问题，并提出了简化的平面应变模型[1-3]。

Gazetas 等基于平面应变模型和分象限假定分析了单

桩水平振动阻抗，并在随后的研究中推向群桩基础[4]。

这些研究均是基于单相土介质的。实际上，土是由多

相介质构成的。饱和土是工程中常见的土，由土骨架

和孔隙之间的水构成，其动力特性比单相土复杂得多。

当饱和土体孔隙流体不能渗流时，可用单相介质来描

述 [5]，此时由波速决定的等效单相土的泊松比趋于

0.5[6]。 
Biot 建立了饱和多孔介质波的传播理论，成为以

后相关研究的基础[7-9]。Zeng 等采用虚拟桩法，通过

边界积分方程分析了桩在饱和土中的动力荷载传递问

题，得到第二类 Fredholm 积分方程形式表示的半空间

中桩振动解[10]。张玉红等用积分变换及刚度矩阵法分

析了层状饱和土中三维非轴对称稳态响应[11]。周香莲

等采用 Hankel 变换及数值逆变换得到饱和土的基本

解，利用桩土之间的变形协调条件和叠加原理得到饱
─────── 
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和土中群桩的第 2 类 Fredholm 积分方程，采用动力相

互作用因子的方法计算群桩在水平荷载作用下的动力

阻抗[12]。陆建飞用积分方程方法研究了半空间饱和土

中单桩受水平简谐载荷时的动力响应[13]。 
Zienkiewicz 等在 Biot 理论基础上，根据不同的简

化假设，按基本未知量的不同，将运动方程改写为

u-U-p，u-U，u-p，u-w 等形式，并指出除高频振动

的情况外，可以将流体相对于土骨架运动的惯性力忽

略不计[14]。在黏土中，这种假定是合理的，但在砂土

中，由于渗透系数较大以及砂土黏聚力很小，即使振

动频率不是很高，流体惯性项也不可忽略[6]。现有的

研究基本上基于 Zienkiewicz 的几种假定所建立的模

型，即忽略流体惯性项忽略竖向连续模型、考虑流体

惯性项忽略竖向连续模型以及考虑流体惯性项考虑竖

向连续模型。但现有的研究并未完整或明确的给出可

以简化的量化条件。 
已有的研究均表明[15-16]，渗透系数对 Biot 动力固

结的影响是至关重要的。笔者曾给出了忽略流体惯性

项忽略竖向连续模型[15]、考虑流体惯性项考虑竖向连

续模型[16]的解析解，在这里给出考虑流体惯性项忽略

竖向连续模型的土层振动解，结合以前的研究，讨论

桩土相互作用体系中不同的简化假定的适用性，并给

出可简化的渗透系数条件。 

1  饱和土层水平振动基本方程 
忽略土体及土中流体的竖向振动，在非轴对称情

况下柱坐标系下的土骨架运动方程为 
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土体的渗流连续方程为 
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式中  ru ，u 为土骨架径向和切向位移； rw ，w 为

流体相对土骨架的径向和切向位移；  ， s ， f 分

别为两相介质、土骨架和流体的质量密度，且有

s f(1 )n n     ，n为土体的孔隙率；，G为 Lame

常数；pf为超静孔隙水压力； dk 为土的动力渗透系数，

d d f/( )k k g  ，g为重力加速度，e为土骨架的体积应

变； 2 2 2/ /r r r      为 Laplace 算子。1/ ( ) /M n   

s /K n fK ， b s1 /K K   ， sK ， fK ， bK 分别为土

颗粒、流体及土骨架的体积模量。 

2  方程求解 
当单桩做水平简谐振动时，其侧面土体将发生水

平振动。假设桩身沿 θ=0 方向产生水平位移为 u1eiωt，

土层在圆孔壁处的边界条件为 
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，式中， 1 1 2 2   ， ， ， 分别为土骨架及

流体位移势函数，可知 2
1e   。将势函数代入式

（1）～（5），并写成矩阵形式，可以得到 
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要使微分算子方程有非零解，必须使微分算子行

列式为零，可得 
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对于式（10），可化为 
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由算子分解理论，并结合在无限远处，位移衰减

为零，有 
i
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式中， 1 1 1 2 1 3( ) ( ) ( )K r K r K r  ， ， 分别为变型 Bessel
函数。 

由于 1 与 2 ， 1 与 2 的相关性，将方程解（17）～
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式中， 1 1( )K r ， 2 2( )K r ， 3 3( )K r 分别表示括

号中表达式对 r取一次导数。 
由式（6）、（7）并联系到桩土接触面不透水，即
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式中，C11为水平刚度系数，C12为水平阻尼系数。 
桩的水平振动响应分析及桩头阻抗可以参照文献

[15]，在这里不再赘述。 

3  不同简化模式参数分析对比 
从以前的研究可知，渗透系数对 Biot 不同简化模

式的影响最大。这里讨论 Novak 单相解[2-3]、Novak
等效单相解[2-3]与渗透系数分别为 1×10-3，1×10-5，

1×10-6，1×10-7，1×10-10 m/s 时忽略流体惯性项忽略竖

向连续解、考虑流体惯性项忽略竖向连续解、考虑流

体惯性项考虑竖向连续解 5 种不同简化模式下桩头阻

抗的频域变化规律，探讨不同简化模式的适用范围。

由于水平阻抗、摇摆阻抗以及摇摆–水平阻抗的变化

规律基本一致，这里仅讨论水平阻抗刚度因子 fh1、阻

尼刚度因子 fh2 的规律。由于 Novak 单相解、Novak
等效单相解结果与渗透系数的无关，讨论中以这两种

解为参照。分析时饱和土的参数按以下取值：Ks=36 
GPa，Kf=2 GPa，泊松比 =0.3，G=20 MPa， f =1000 
kg/m3， s =1000 kg/m3，r0=1 m，L=20m，n=0.375。
单相土的密度  按饱和土密度取为 2030 kg/m3，其余

所用参数参照饱和土参数。等效单相土泊松比取为

0.4999，其余参数同单相土参数。 
从图 1 可以看出，渗透系数较大时，流体的惯性

项对阻抗刚度因子影响较大，当频率稍高时，忽略流

体惯性项忽略竖向连续解会过高估计桩头阻抗刚度，

当频率越高，这种简化差异也越大；在考虑流体惯性

项时，忽略和考虑竖向连续主要差异体现在低频段，

忽略竖向连续将会低估低频段的刚度阻抗和高估低频

段的阻尼阻抗，在高频段，两者差异基本可以忽略，

这和单相土中 Novak 的研究结果基本一致；当不考虑

流体惯性项时，忽略流体惯性项忽略竖向连续解与

Novak 单相土解基本一致，这主要是由于渗透系数较

大时且不考虑流体惯性项的影响，桩头阻抗主要体现

在土骨架的影响，此时的解误差较大；Novak 等效单

相土解与其他解相差较大，已经不能适用；水平阻尼

刚度除 Novak 等效单相土解外，其他解相差不大，只

是忽略了竖向连续会高估低频段的阻尼刚度，在高频

时，基本上可以相互替代。从图 1 还可以看出，渗透

系数较大的土如砂土中桩头阻抗随着振动频率的增大

而急剧减小，这说明，在进行砂土等渗透系数较大的

土体中桩基振动问题分析或砂土液化分析时，不能忽

略流体的惯性项。 
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图 1 dk =1×10-3 m/s 时不同模型水平阻抗 

Fig. 1 Impedance functions of different models with  

permeability coefficient of 1×10-3 m/s 

如图 2 所示，随着渗透系数的减小，桩头阻抗刚

度有往介于 Novak 单相解、Novak 等效单相解之间的

区域移动的趋势；其余变化规律与渗透系数为

1×10-3m/s 基本类似，只是忽略竖向连续与考虑竖向连

续时出现差异的低频区域略有增大。 
从图 3 可以看出，随着渗透系数的进一步减小至

1×10-6 m/s 时，桩头阻抗刚度已经介于 Novak单相解、

Novak 等效单相解之间，基于 Biot 动力固结方程的 3
种简化模式的解在高频段已经基本重合，忽略流体惯

性项忽略竖向连续解和考虑流体惯性项忽略竖向连续

解均低估低频段的刚度阻抗和高估低频段的阻尼阻

抗。 

 

 

图 2 dk =1×10-5 m/s 时不同模型水平阻抗 

Fig. 2 Impedance functions of different models with  

permeability coefficient of 1×10-5 m/s 

 

 

图 3 dk =1×10-6 m/s 时不同模型水平阻抗 

Fig. 3 Impedance functions of different models with  

permeability coefficient of 1×10-6 m/s 
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图 4 dk =1×10-7 m/s 时不同模型水平阻抗 

Fig. 4 Impedance functions of different models with 

permeability coefficient of 1×10-7 m/s 

 

 

图 5 dk =1×10-10 m/s 时不同模型水平阻抗 

Fig. 5 Impedance functions of different models with 

permeability coefficient of 1×10-10 m/s 

从图 4，5 可以看出，随着渗透系数的进一步减小

至小于 1×10-7 m/s 时，基于 Biot 动力固结方程的 3
种简化模式的解除低频段外，基本上与 Novak 等效单

相解重合，忽略流体惯性项忽略竖向连续解、考虑流

体惯性项忽略竖向连续解以及Novak等效单相解均低

估低频段的刚度阻抗和高估低频段的阻尼阻抗；以上

四组解与 Novak 单相解已经相差较大，不能用单纯的

单相解来替代两相饱和解。 

4  结    论 
（1）忽略流体惯性项忽略竖向连续解、考虑流体

惯性项忽略竖向连续解均低估低频段的刚度阻抗和高

估低频段的阻尼阻抗，当频率较高时，可用考虑流体

惯性项忽略竖向连续解来替代考虑流体惯性项考虑竖

向连续解。 
（2）当渗透系数小于 1×10-6 m/s 时，除低频段

需修正外，可用忽略流体惯性项忽略竖向连续解来进

行简化；当渗透系数小于 1×10-7 m/s 时，可进一步用

Novak 等效单相解来进行简化分析。 
（3）当渗透系数大于 1×10-5 m/s 时，必须考虑

流体惯性项的影响，特别是进行砂土液化分析时，不

能进行简化。 
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