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基于数值流形法的土质边坡动力稳定性分析 
仝宗良，曾  伟，李俊杰 

(大连理工大学，辽宁 大连 116024) 

摘  要：由于对 NMM 动力作用下边坡的稳定分析研究较少，利用数值流形法（NMM）对这一问题进行了分析研究，

引入黏性阻尼来耗散系统的能量，通过算例验证了 NMM 求解边坡永久位移的有效性；利用地震动力时程分析得到的

边坡应力场计算出了边坡的动力安全系数时程曲线，并搜索得到地震时程下最小安全系数及其对应的边坡最危险滑裂

面，将该最危险滑裂面模型作为 NMM 的计算模型进行永久位移的计算且与 Newmark 法得到的结果进行对比，两者结

果相近。结果表明：NMM 可有效进行边坡动力稳定分析、模拟计算边坡的永久位移。 
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Dynamic stability analysis of soil slopes based on numerical manifold method 

TONG Zong-liang, ZENG Wei, LI Jun-jie 
(Dalian University of Technology, Dalian 116024, China) 

Abstract: Due to little researches on dynamic stability of soil slopes by using the numerical manifold method (NMM), NMM is 

adopted to analyze such a problem. The viscous damping is introduced to dissipate the energy of the system. Through a few 

numerical examples, the effectiveness of NMM to solve the permanent displacement of a slope is verified. Using the stress field 

of the slope under dynamic seismic time history, the time history of safety coefficient is obtained, and the most dangerous 

sliding surface of the slope under seismic time history is searched. The most dangerous sliding surface model is introduced into 

NMM to obtain the permanent displacement. The results of NMM are compared with those of the Newmark method, and they 

are similar. This study shows that NMM can effectively slove the dynamic stability problem and simulate the permanent 

displacement of soil slopes. 
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0  引    言 
中国是一个多山、多地震的国家，边坡问题在中

国是一个很重大的问题，尤其在地震作用下产生的滑

坡可造成很大破坏，国内外对于边坡静力问题的研究

很多也很成熟，但由于静荷载和动荷载的不同特点，

边坡在静力和动力作用下的变形和破坏形式是不同

的，边坡的动力问题更为复杂，同时由于动力实验条

件要求苛刻，实验成本高，因此数值分析成为了很重

要的研究方法。 
数值流形法[1]（numerical manifold method，简称

NMM）是石根华利用有限覆盖技术创立的一种新的数

值方法。它具有相互独立的两套网格，即反映数值精

度的数学网格和表示几何特性的物理网格，能够解决

连续和非连续的变形问题，可理解为一种包含有限元、

非连续变形分析方法在内的一种广义的数值方法。 

国内外学者对于 NMM 做了相当多的理论研究和

应用[2-11]，NMM 已经被成功的运用于弹塑性分析、锚

固支护、地下工程的稳定性分析、施工开挖模拟、裂

缝扩展等领域，同时一些学者将二维的 NMM 扩展到

了三维，姜清辉等采用最小势能原理，提出了四面体

有限单元覆盖的三维 NMM[12]。但是对于边坡动力问

题的应用研究，目前只见于文献[13]，且其是通过

NMM-DDA 耦合方法进行研究的，处理动力问题时引

入了黏性边界；而对于边坡动力问题的应用研究较多

的是通过非连续变形分析方法（简称 DDA），这些方

法大多引入黏性阻尼来进行动力问题的分析。Hatzor
等首先通过对斜面块体在动力作用下运动的研究验证

了 DDA 在动力作用下分析滑坡问题的有效性[14]，之

─────── 

收稿日期：2013–10–25 

DOI：10.11779/CJGE201407012



1282                         岩  土  工  程  学  报                                    2014 年 

后Kamai和Hatzor通过修正研究方法提高了斜面块体

在动力作用下滑动问题的精度，Hatzor 等通过引入 5%
的阻尼系数成功的分析了以色列 Mount Masada 在地

震作用下的破坏问题，Sasaki、Wu 等研究了岩石块体

在边坡上滑落的问题[15-18]。 
由于 NMM 对于边坡的动力应用研究较少，故本

文通过加入阻尼矩阵的数值流行法，对边坡在地震作

用下的永久位移进行了研究，并基于 NMM 具有进行

不连续、大变形计算的优点，提出了一种结合

Newmark 法[19]滑块思想的计算永久位移的方法，该方

法可直观模拟潜在滑块在地震作用下的运动，是一种

简便直观的求解滑块位移的方法。 

1  Newmark 法与 NMM 地震永久位移

计算方法 
1.1  Newmark 有限滑动位移法简介 

1965 年，Newmark 建议基于地震滑移量大小进行

土石坝抗震安全评价，并提出了估算地震永久滑移量

的有限滑动位移法，步骤如下： 
（1）确定屈服加速度 ya ，屈服加速度为使潜在

滑动体处于临界极限平衡状态所施加的水平向地震加

速度。 
（2）对给定的加速度时程中大于屈服加速度的部

分进行二次积分求得滑块的总位移 ND ， 
       2( )[ ]dN yD a t a t    ，        (1) 

式中， ( )a t 为加速度时程中大于屈服加速度的部分，

具体计算原理如图 1 所示。 

 

图 1 Newmark 法滑块位移计算示意图 

Fig. 1 Schematic of Newmark sliding mathod 

1.2  边坡动力时程分析方程 

在对边坡进行动力分析时，为了得到各地震分量，

需要进行地震动力时程分析，  
            gM u C u K u M J u       。 (2) 

式中   M ，  C ，  K 分别为坡体的质量矩阵、阻

尼矩阵、总体刚度矩阵； u ， u ， u 分别为坡体

节点的加速度矩阵、速度矩阵和位移矩阵； gu 为输

入的地震加速度矩阵； J 为地震分量的指示矩阵[20]。

通过式（2）输入地面地震加速度时程，利用数值积分

方法求解坡体的运动方程，从而可以得以得到坡体的

各点位移、速度、加速度、应力等各种地震反应量。 
1.3  阻尼矩阵的加入 

利用 NMM 求解滑裂面永久位移需要引入阻尼以

耗散系统产生的动能，本文中引入黏性阻尼，则作用

于流形单元 i上的阻尼力为 
     

 
F C u
C M

 


 

 ，

，
               (3) 

又              T{ } [ ][ ]i iu T D   。            (4) 
故阻尼力对单元 i做的功为 

 { } d d
i

u F x y    

{ } d duM u x y
t


       
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M D T T x y

t




  。   (5) 

根据最小势能原理，其对单元 i的刚度矩阵的贡献为 

               T d di i ii
M T T x y K


    ，     (6) 

式中， 为阻尼系数，M为流形单元 i的质量， iD 为

流形单元 i当前时步的位移增量，[ ]iT 为流形单元的变

形矩阵，为计算所选取的时间步长， iiK 为阻尼对

刚度的贡献矩阵。 
阻尼系数的选取很多文献中有过研究[10, 15, 17-18, 21]，

位伟等对准静力学问题的阻尼进行过研究[10]，给出了

与质点速度有关的黏性阻尼以及与质点加速度有关的

自适应阻尼，Miki 引入了 5%的阻尼系数成功分析了

以色列 Mount Masada 在地震作用下的破坏问题[15]，

Koo 指出可以通过场地实验反演分析得到相应的阻

尼系数[17]，Sasaki 等引入 0.02 的阻尼系数来研究岩石

下落问题[18]，而姜清辉等加入了 0.3 的阻尼系数理想

预测了块体的位移 [21]。以上文献也验证了 Koo 和

Ohnishi 的观点，即动力作用下阻尼系数的选取是没有

一个通用准则的，阻尼系数主要是通过试错法以及通

过实验进行反演分析来选取的，而且一个问题的阻尼

系数可能并不适用于其他动力问题。 
1.4  NMM 边坡永久位移计算原理 

NMM 计算边坡永久位移可分为如下 3 步： 
（1）首先利用加入阻尼的 NMM 通过式（2）计

算得到每一地震步作用下的边坡应力场 x ， y ， xy 。 
（2）将应力场导入编制的外部有限元程序中，对

于平面应变问题，可假设滑裂曲线为 = ( )y y x ，通过式

（7）可计算出指定滑裂面的安全系数，改变滑裂曲线

位置找到其中安全系数最小的滑裂面，将该滑裂面作
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为最危险滑裂面[21-22]。土体抗剪强度采用莫尔–库仑

强度准则，通过应力积分法对指定滑裂面的抗滑力和

下滑力进行积分便可得到滑裂面的安全系数，即 

0
s

0

( tan )d
=

d

l

n

l

c l
F

l

 






 ，         (7) 

式中， 为滑裂面主应力， n 为法向应力， c为黏聚

力， 为内摩擦角， l为滑裂面长度。 
（3）通过（2）确定每一个地震子步的最危险滑

裂面和安全系数，从而可得到地震动力安全系数时程

曲线，将动力安全系数时程曲线中最小的安全系数对

应的滑裂面作为整个地震过程中的最危险滑裂面，将

之作为 NMM 进行永久位移计算的贯穿滑块模型。 
按滑动体位移的思想，滑裂面的破坏为剪切破坏，

单元的抗剪强度遵循莫尔–库仑定律，即 
= + tannc     。             (8) 

在地震过程中的某一时刻 t，当滑动力大于 时，

滑裂面发生滑动，位移记为 ( )u t ，若 ( ) 0u t  认为滑裂

面向下运动，若 ( ) 0u t  认为滑裂面向上滑动；当滑动

力小于等于 时，则认为滑块保持静止，不产生永久

位移，从而将每一地震时步产生的永久位移叠加即可

得到滑裂面的永久位移： 

p ( )u u t   。            (9) 

具体过程如图 2 所示。 

 
图 2 NMM 永久位移计算流程图 

Fig. 2 Flow chart of displacement calculation of NMM 

 

2  NMM 位移计算有效性验证算例 
在计算边坡永久位移之前首先需要验证无阻尼情

况下 NMM 计算块体位移的能力和精度，建立如图 3
所示的模型，斜面坡角为 30°，大块体固定，在大块

体顶上放一静止的受重力作用的小块体，将水平向加

速度时程直接加到小块体上。 

 

图 3 斜面块体位移计算模型图 

Fig. 3 Block displacement model on inclined plane 

大块体和小块体选用相同的材料参数：块体密度

为 3=2 g/cm ，弹性模量为 20 MPaE  ，罚系数取为

20p E ，泊松比为 0.3  ，选取计算时步为

0.001   s，计算采用的 NMM 网格如图 4 所示。取

小块体形心为测点，将该点位移作为小块体的位移。 

 

图 4 块体位移 NMM 计算模型图 

Fig. 4 Block displacement model of NMM  

2.1  重力作用下块体的滑动 

静止的小块体在只有重力的作用下向下滑动，解

析解为[24-25] 
2 2( sin cos tan )

2 2
at g g td   

   ，   (10) 

式中， g为重力加速度， 为坡角， 为块体与斜面

的内摩擦角，利用 NMM 分别计算内摩擦角为 0°，

10°，20°3 个工况并与理论值对比，结果如图 5 所

示： 
通过分析图 5 结果可得当摩擦角分别为 0°，10°，

20°时，最大误差分别为 3.48%，2.88%，3.59%，由

以上分析可知 NMM 计算的结果与理论结果的最大误

差不超过 5%，说明 NMM 在计算块体位移方面能得

到理想的结果。 
2.2  典型谐波 sinωtta A 作用下块体滑动 

在重力与水平向典型谐波 sinωta A t 的共同作

用下小块体屈服加速度、速度、位移的理论解分别为 
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 tanya g     ，          (11) 

当 t ya a 时， 

 d cos( ) cos( )t t

t Av a t t


 


     ， (12) 

 sin sin( ) ( )cos( )t
A td t

 
 

  
 

    
 ，(13) 

式中， A为振幅，为频率， 表示该时间之前块体

不运动， 对应的时间可由屈服加速度求得： 
  (sin / )ya A    。          (14) 

在本算例中， A取 10，g为重力加速度，简谐波 
取周期 T=0.5 s 的谐波，即 4π  ，摩擦角 取 30°，

即 =0 ，式（11）～（13）可化为 
 0ya    ，                (15) 

 2.5
1 cos(4π )

πtv t    ，      (16) 

 sin 4π2.5
π 4πt

t
d t

 
 

 
   。     (17) 

选取 t=2 s 即 4 个周期作为简谐波作用时间进行计算， 
图 6 所示为典型谐波下的块体速度、位移的理论解。 

 

图 5 重力作用下不同摩擦角对位移的影响 

Fig. 5 Influence of different friction angles on displacement under  

gravity 

 

图 6 典型简谐波的加速度、速度、位移理论值 

Fig. 6 Analytical solutions of acceleration, velocity, displacement 

典型谐波下块体的理论解和NMM计算得到的位 

移值对比结果如图 7 所示。 

 

图 7 典型简谐波的理论、NMM 位移值 

Fig. 7 Comparison between analytical and NMM solutions for  

displacement  

由图 7 可以看出在谐波作用下 NMM 计算的结果

在块体运动的每一周期后期位移值会比理论值有相应

的减小，但下一周期又会很好的吻合，而且最大误差

不超过 5%，结果理想，证明了 NMM 具有计算块体

位移的能力和精度。 
2.3  任意地震作用下块体的滑动 

通过以上算例证明在重力作用下或者重力与谐波

协同做用下 NMM 能够很好的计算出块体在斜面上滑

动的位移，本算例通过 NMM 计算了在不规律加速度

作用下块体的位移。为便于与 Newmark 法对比，施加

图 1 中水平向地震波，由文献[26]可得屈服加速度作

用下块体的速度和永久位移，见图 1。 
因 0.2ya g ，而斜坡为 30°，由式（11）可得利

用 NMM 计算所需的内摩擦角为 41.3°，于是利用

NMM 得到与 Newmark 法对比的结果，见图 8。 

 

图 8 任意水平地震作用下的 Newmark、NMM 水平位移值 

Fig. 8 Comparison of horizontal displacements between Newmark  

method and NMM 

由图 8 可以看出 NMM 的结果在后期比 Newmark
法计算的结果偏小，最大误差为 8.7%，但两者在趋势

上相同且在前期很吻合，所以 NMM 在任意地震的作

用下计算的结果是可信的。 
2.4  阻尼作用下 NMM 位移验证算例 

以上 3 个算例验证的均是在无阻尼情况下 NMM
计算块体位移的能力，为验证在阻尼作用下 NMM 计
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算位移的准确性，本算例选取图 9 所示悬臂梁模型进

行验证，整个模型处于静止状态。 

 

图 9 阻尼验证算例 NMM 模型 

Fig. 9 Damping validation example of NMM 

将图 9 中最左侧一端的边双向约束，在大块体的

形心处突然施加一个竖直向下的荷载，表达式为 

P
P0

0 0)
 ( )

0)
t

F t
F t


 


(

(

＜

＞
  。    (18) 

根据杜哈梅积分公式可得在有阻尼的情况下，突

加荷载作用下大块体形状心处的动力位移为 
ξωt

r rst
r

1 e (cos sin )( ) t ty t y
 


    
 

 ， (19) 

式中， sty 表示在静荷载 P0F 作用下结构所产生的静位

移， 阻尼比， r ， 为体系无阻尼和有阻尼的自振

圆频率，低阻尼情况下两者关系为 
2

r 1      ，          (20) 

=
2
c
m




  。              (21) 

本算例的计算参：重度=10 kN/m3，总时步=5000，
时间步长=0.01 s，泊松比 =0.3，弹模=10 MPa，突加

荷载=10 N。 
等截面悬臂梁的第 i阶频率 i 的理论解为 

        
 

4=i i
EI
mL

    ，            (22) 

式中， iA表示计算第 i 阶频率时所对应的系数， I 为
梁的惯性矩，m为单位长度质量， L为梁长。 

将表 1 中相关参数带入到式（22）可求得图 9 所

示结构的频率约为 0.81998 Hz  ，由材料力学可求

得 sty 为 0.5 m，当阻尼比 =0.1 时，由式（20）可得

r 0.81587 Hz  ，由式（21）可得 NMM 程序中需加

入的阻尼系数为 =0.2226 ，从而式（19）可化为 
0.081998( ) 0.5 1 e (cos0.81587 0.1sin 0.81587 )ty t t t    。 

 (23) 
由图 10 可看出在阻尼作用下 NMM 计算的结果 

与理论值基本一致，从而证明了本文加入阻尼的代码 
是正确的，而且也表明在阻尼作用下 NMM 对于位移 
的计算是有效的，精度可以满足计算要求。 

通过本章的算例证明了，在无阻尼和有阻尼的作

用下，NMM 计算位移均是有效的，故可以将 NMM
用于计算更复杂的边坡的永久位移。 

 
图 10 阻尼作用下块体运动的理论、NMM 位移值 

Fig. 10 Comparison between analytical and NMM solutions for  

displacement under damping 

3  边坡实例分析 
3.1  边坡模型基本信息 

在 NMM 中建立图 11 所示的边坡模型，边界条件

采用人工截断边界，即底边双向约束，左右两边只约

束水平向运动；NMM 边坡计算的物理力学参数：重

度=15 kN/m3，黏聚力=0 kPa，内摩擦角=35°，泊松

比 0.3  ，弹性模量=10 MPa，阻尼比 =0.02。地震

波如图 12 所示，峰值加速为 0.2g，水平向施加在边坡

模型上。 

 

 

图 11 边坡模型 

Fig. 11 Slope model 

 

图 12 水平向地震波 

Fig. 12 Time history of horizontal acceleration  
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3.2  边坡的动力时程分析 

本文阻尼系数选取的理由是：首先通过有限元软

件计算测点水平向位移时程曲线，通过在 NMM 中加

入不同的阻尼系数进行试算，当 NMM 计算的测点水

平位移时程曲线收敛且与有限元方法的结果相近且误 
差最小时认为该阻尼系数为最优，通过试算可得到适 
合本算例的阻尼系数为 0.5  。 

对图 11 的模型分别进行有阻尼和无阻尼两个工

况的分析，通过动力时程分析输出测点的水平向位移

时程曲线，可得到图 13，14 所示的结果。 

 

图 13 未加阻尼测点水平位移时程曲线 

Fig. 13 Time-history curve of horizontal displacement at  

.measuring point without damping 

 

图 14 加入阻尼后测点水平位移时程曲线对比图 

Fig. 14 Comparison of time-history curves between FEM and  

      NMM for horizontal displacement at measuring point  

.with damping 

由图 13，14 对比结果可知，当不加阻尼力时，

NMM 计算的测点水平向位移有明显滞后性，而加阻

尼力后 NMM 计算的结果收敛性很好，且与 FEM 得

到的结果相近，证明进行边坡动力分析时在 NMM 中

加入阻尼是有效和必要的。 
3.3  边坡的永久位移 

利用加入阻尼的 NMM 对边坡进行动力时程分

析，由 1.4 节中方法可得到图 11 边坡的动力安全系数

时程曲线，如图 15 所示；地震时程下最小安全系数为

0.91，将其对应的滑裂面作为地震时程下最危险滑裂

面，如图 16 所示。 

 

图 15 边坡动力安全系数时程曲线 

Fig. 15 Dynamic safety coefficient of slope 

 

图 16 地震时程最危险滑裂面 

Fig. 16 Most dangerous sliding surface under earthquake 

阴影部分为地震时程下最危险滑裂面，将之作为

NMM 模型再次进行计算，在地震作用下滑裂面滑动

即可得到滑裂面的永久位移，NMM 计算结果与

Newmark 法结果如图 17 所示，其中 NMM 永久位移

取的是滑裂面各点的永久位移的平均值。 

 

图 17 地震作用下永久位移 

Fig. 17 Permanent displacement under earthquake 

由图 17 可见 NMM 与 Newmark 法计算的结果相

近，证明本文提出的方法是可行的，同时可也看到两

者的位移曲线是不一样的，这与 Newmark 法的求解方

法有关系，Newmark 法计算永久位移时只需要确定原

始的屈服加速度，之后对大于屈服加速度的部分进行

二次积分即可得到永久位移；但是块体是在不断运动

的，因此屈服加速度会随着块体的运动而不断调整和

变化，NMM 从动力学角度出发利用 NMM 可计算不

连续大变形问题的优点，不需要计算边坡的屈服加速

度，便可直观的模拟动力作用下边坡的运动并计算出

永久位移，因此比传统的 Newmark 法更具优势。 

4  结    论 
本文利用 NMM 进行了边坡的动力稳定性分析，
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对 NMM 的阻尼问题和永久位移进行了研究，提出了

采用地震时程下最危险滑裂面作为 NMM 计算模型进

行永久位移分析的方法，并给出了计算流程，可得到

以下结论： 
（1）斜面上块体在不同受力情况下滑动的理论解

和 NMM 解结果相近，悬臂梁在阻尼作用下 NMM 解

与理论解基本一致，证明了 NMM 具有计算块体位移

的能力和精度。 
（2）在 NMM 程序中加入了黏性阻尼，通过对比

阻尼作用下悬臂梁突加荷载的 NMM 解和理论解，验

证了本文加入的阻尼代码的正确性。 
（3）NMM 边坡动力时程分析的算例表明利用

NMM 对边坡进行动力稳定分析时加入阻尼是必要

的，可有效耗散边坡在动力作用下产生的能量使系统

较快平衡。 
（4）对比 NMM 与 Newmark 计算的永久位移结

果表明本文提出的计算边坡永久位移的方法是可行有

效的。但 NMM 具有计算不连续问题的能力且从动力

学角度出发可模拟边坡的位移过程，同时可给出边坡

滑裂面的震后位置，比 Newmark 法更直观。 
（5）由于 NMM 阻尼系数的选取没有通用的准

则，本文的阻尼系数是通过试算法确定的，因此对于

阻尼的选取还有改进的地方，需进一步的研究；边坡

在地震作用下的动力响应是一个复杂的问题，本文得

出的结论是基于一个均质的土坡模型，且将之看成是

刚性的，没有过多考虑其他因素的影响，因此对于该

问题还需要进一步的研究与完善。 
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