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考虑微观莫尔–库仑准则的拓展虚内键本构模型 
王  凯

1
，张振南

2*
，秦爱芳

1 

（1. 上海大学土木工程系，上海 200072，2. 上海交通大学船舶海洋与建筑工程学院，上海 200240） 

摘  要：拓展虚内键本构模型（augmented virtual internal bond-AVIB）蕴含了微观断裂机理，在模拟材料断裂破坏过程

中有着较强的优势，它还不能很好地模拟岩土材料的压剪破坏的力学行为，这限制了它在岩土工程中的应用。为了突

破这一局限性，在微观虚内键层面上引入了莫尔–库仑类型的虚内键破坏准则，来模拟岩土材料宏观压剪破坏行为。数

值分析表明：通过引入这一微观莫尔–库仑准则，可以很好地再现岩石材料三轴受压情况下的强度特征，并且在大量数

值模拟基础上，得出了微观内摩擦角和黏聚力与宏观内摩擦角和黏聚力之间的关系。该关系为本模型的参数标定提供

了依据。 

关键词：拓展虚内键；微观结构；围压；剪切破坏；莫尔–库仑准则 

中图分类号：TU43       文献标识码：A       文章编号：1000–4548(2014)05–0880–06 
作者简介：王  凯(1986– )，男，硕士研究生，主要从事岩土材料本构方面的研究。E-mail: wangkai1986520@qq.com。 

Augmented virtual internal bond considering micro Mohr-Coulomb criterion 
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Abstract: The augmented virtual internal bond (AVIB) is a multiscale constitutive model developed from the virtual internal 

bond (VIB). VIB considers solid materials to consist of randomized ‘material particles’ in a micro scale. The material particles 

are connected with VIB. AVIB uses the Xu-Needleman potential function to simultaneously account for the energy contribution 

of normal and shear deformations of a micro bond. Because the micro fracture mechanism has been implicitly embedded into 

the constitutive relation of AVIB, AVIB presents many advantages in simulating the fracture propagation of materials. 

Although the AVIB can successfully simulate the tensile fracture propagation, it cannot simulate the compressive-shear failure 

behaviors of geomaterials. The underlying reason lies in that the Xu-Needleman potential function cannot describe the micro 

contact properties of granular materials. To break this limitation of AVIB, a Mohr-Coulomb type of rupture criterion is 

introduced for compressive bond. Through the micro Mohr-Coulomb criterion, AVIB can capture the key failure mechanism of 

geo-materials subjected to compression and shear. Through numerical simulation, it is found that the micro cohesive strength 

governs the macro cohesive strength of geomaterials and the micro friction angle governs the macro friction angle. A linear 

relationship exists between the micro and macro cohesive strengths, and the micro and macro friction angles. There is no 

correlation between the micro cohesive strength and macro friction angle, and the micro friction angle and macro cohesive 

strength. The simulation example suggests that the triaxial strength of rock is linear with the confining pressure, which agrees 

with the observation in experiment. This demonstrates that the proposed method is valid. It may provide a new micro mechanics 

constitutive model for geomaterials.   
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0  引    言 
岩石材料广泛分布于地质工程及土木工程中，找

到一种合适的方法来对岩石材料进行有效的数值模拟

对于工程实践将具有重要的意义。由于岩石内部分布

着大量的裂纹、裂隙等不连续面，而这些不连续面相

对于岩石材料本身来说尺寸很小，因此一些学者将这

些不连续面当作成岩石的内部损伤，采用连续介质损

伤力学的方法来对岩石进行数值模拟[1]。运用连续介
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质力学模型，通过场连续假设可以大大减少材料的内

部自由度，极大地缩小计算时间和计算成本，使问题

简单化。然而，在运用连续介质损伤力学模拟过程中

也会存在一些不足，主要有以下 3 方面：首先，演化

方程的建立比较困难；其次，传统连续介质力学是建

立在场连续假设基础上的，一旦材料发生破坏，材料

将由之前的连续介质变为非连续介质，这时原来的本

构关系将不再成立；再次，采用基于连续介质理论的

有限单元法研究岩石裂缝扩展贯通，存在计算结果不

容易收敛，网格划分困难等问题。因此，建立在传统

连续介质力学基础上的计算方法在岩石材料破坏模拟

中存在较大的局限性。 
为了解决这些问题，一些学者开始运用非连续介

质理论从细观角度来研究岩石的宏观力学特征。

Morikawa 等[2]提出了一种弹簧模型，将材料离散成圆

形微粒，粒子间用线性的法向和切向弹簧连接，并将

该模型应用于裂缝的动力分析。杨庆等[3]应用基于离

散单元法发展起来的颗粒流（PFC）程序，从细观角

度模拟了岩石类材料裂纹的扩展、贯通过程。Gao 等[4] 

Klein 等[5]提出了 VIB（virtual internal bond）模型，该

模型认为：固体材料在微观上是由离散的随机分布的

质点（带有质量的微粒）组成，质点与质点之间由一

组虚拟法向键所连接。该模型继承了分子动力学和连

续介质力学的特点，它在模拟岩石裂纹生成及扩展过

程中有着很大的优越性。后来，张振南等[6-7]在 VIB
模型的基础上提出了多维虚内键 VMIB 模型（virtual 
multidimensional internal bond），它在 VIB 模型中单一

法向连接键的基础上增加了切向键，并推导出了法向

键与切向键刚度系数和宏观材料常数（杨氏模量、泊

松比）之间的对应关系。VMIB 模型建立了微观尺度

上的离散结构特征与宏观尺度下的材料力学属性之间

的桥梁[8]。为了使微观力学机理更为清晰，Zhang 等[9]

应用 Xu-Needleman 势函数来描述虚内键，建立了拓

展虚内键（AVIB）本构模型。由于 AVIB 建立于材料

微观结构，其本构模型已蕴含了材料微观断裂机理，

因此它在模拟材料破坏方面具有较强的优势。但AVIB
还不能很好地模拟岩土材料受压剪切破坏行为，这一

点限制了它在岩土工程方面的应用。为了突破这一局

限性，本文在 AVIB 模型中，引入了 Mohr-Coulomb
虚内键断裂准则，来描述虚内键受压时的破坏行为，

并进一步找出宏观材料参数和微观模型参数之间的对

应关系，为模拟岩土材料压剪作用下的破坏行为提供

一种新的方法。 

1  AVIB 模型简介 
VIB 材料微观组构如图 1 所示，材料代表单元体

由随机分布的微粒组成，微粒之间通过一虚内键连接。

通过 Cauchy-Born 规则，将虚内键的变形与变形梯度

建立了联系。后来，Zhang 等[9]应用 Xu-Needleman 势

函数来同时考虑虚内键切向和法向变形的能量贡献，

并推导了如下四阶弹性张量： 

2
T0

p p2
t

( )

( )

ijkl i j k l ik j l i j k l

i j i j

c A B

lB

          

      


   

  
 

T
p p( )k l k l          。          (1) 

式中  
2π π

0 0

1... ... ( , )sin d d   ( )D
V

       三维情况 ； 

   
2π

0

1... ... d ( )D
V

   二维情况 ；
2

n 0
2
n

expA 





2
tn n
2

n n t n

1 1 expq q  
  

    
        

      
；

2
n 0
2
t

2
exp

qB 





2
tn n
2

n n t

1 exp
 

  
   

     
    

；  为应变张量； ( , )D   为

虚内键的空间分布密度； 为虚内键的方向向量；
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其中虚内键能量参数为 
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（2）二维平面应力情况， 
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（3）二维平面应变情况下， 
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所得的增量型本构关系为 
d = dij ijkl klC     。             (5) 

由式（1）中的系数 A，B表达式可看出，当虚内

键受压时，即 n n 0   时，系数 A，B将呈指数增加，

导致其模量也呈指数增加，因此，Xu-Needleman 势函

数不适合于描述岩土材料的压剪破坏。因而，AVIB
本构不适合于岩土材料压剪破坏的数值模拟。 



882                         岩  土  工  程  学  报                                    2014 年 

 

图 1 VIB 模型的微观结构 

Fig. 1 Microstructure of VIB 

2  Mohr-Coulomb 类型的虚内键破坏准

则 
原 AVIB 模型采用以变形控制的 Xu-Needleman

势函数来描述微粒之间的相互作用，这在模拟材料受

拉破坏过程中表现出了较大的优越性。但是 Xu- 
Needleman 势函数却不能很好地反映压剪作用下岩土

材料的破坏过程，其原因在于岩土细观颗粒在受压剪

时，它们之间的黏结破坏更遵守 Mohr-Coulomb 准则。 
如图 2 所示，代表单元体 REV 中 2 个相互接触

的颗粒，其相互接触力以接触面为参考，可分解为法

向力 nf 和切向力 tf 。令 S为2个颗粒之间的接触面积，

则在 2 颗粒接触面上的微观法向应力和切向应力为 
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图 2 代表单元体（RVE）中 2 个颗粒之间的接触 

Fig. 2 Contact between two particles in a representative volume  

.element (RVE) 

根据 Chang 等[10]、Liao 等[11]，在总体坐标系下 2
个颗粒的接触力为 
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式中， njA 为 RVE 内虚内键的组构张量；l 为第 个
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长度和方向向量； ij 为 REV 的应力；V 为 RVE 的体

积； N为 REV 中虚内键的总数。 
为简便起见，假设在一个 RVE 中所有虚内键的初

始长度均为 0 ，两颗粒之间的接触面积均为 S，它们

与 REV 体积的关系为 
3 2
0 0

2
0 0

4 π , 4π ,
3
π , 2π , ( )

V NS

V NS

  

  

 

 

(三维)

二维

 。 (8) 

由式（7）可得两颗粒之间接触法向力 nf 和切向

力 tf 为 
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由式（6）～（9）可得出方向为 的虚内键上的

2 个微粒接触的法向应力和切向应力分别为 
T

n

1
T T 2 2

s ( ) ( )

A

A A A

    

        

  



     



  ( )
。(10) 

式中，三维情况下， 3N  ，二维情况下 2N  ；
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s n tanc       ，          (11) 
式中， 为微观内摩擦角， c为微黏结强度。 

当虚内键受压时，但未满足式（11）时，虚内键

为线弹性，当满足式（11）时，虚内键的能量贡献为

零；当虚内键受拉时，虚内键的能量由 Xu-Needleman
势函数决定。所以，考虑微观 Mohr-Coulomb 准则（式

（11））的材料本构关系为 
d d

 
ij ijkl kl

ijkl ijkl

C

C C

 



  。           (12) 

其中，①当虚内键受压，但不满足式（11）时，有 
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②当虚内键受压，且满足式（11）时，有 
0ijklC     ；               (13b) 

③当虚内键受拉时， ijklC 按式（1）计算。 

3  微宏观破坏准则参数的关系 
在式（11）中含有微观黏聚力和微观内摩擦角参

量，这 2 个参数不能直接测量，因此，如何通过所能

测定的宏观内摩擦角和黏聚力去标定这 2 个微观参数

是一个关键问题。为了探索微宏观这 2 组参数之间的

关系，进行如下模拟。 
该模型尺寸为 0.1 m×0.05 m，取材料杨氏模量

E=22 GPa，泊松比 =0.2，采用常应变三角形单元，

考虑平面应力情况。分别取不同微观内摩擦角和黏聚

力，对其施加不同围压作用，计算出受压情况下的应

力、应变值，可以分析得到材料极限抗压强度与所受



第 5 期                     王  凯，等. 考虑微观莫尔–库仑准则的拓展虚内键本构模型 883 

 

围压之间的关系。根据最大主应力 1 和最小主应力 3
的关系，画出一系列莫尔圆及相对应的莫尔包络线，

可以得到对应的宏观内摩擦角和黏聚力。所得的微宏

观内摩擦角和黏聚力关系曲线如图 3～5 所示。 

 

图 3 宏观与微观内摩擦角之间的关系 

Fig. 3 Relationship between macro and micro friction angles  

 

图 4 宏观与微观黏聚力之间的关系 

Fig. 4 Relationship between macro and micro cohesive strength 

 

图 5 宏观黏聚力与微观内摩擦角之间的关系 

Fig. 5 Relationship between macro and micro friction angles 

图 3 是在不同微观黏聚力下宏观内摩擦角与微观

内摩擦角的关系曲线。可以看出，当微观黏聚力取不

同值时，各条宏观内摩擦角与微观内摩擦角的关系曲

线基本重合，说明宏观内摩擦角与微观黏聚力的大小

无关，只随着微观内摩擦角的增加而增加，存在一一

对应关系。 
图 4，5 可以看出宏观黏聚力随着微观黏聚力的

增加而增加，且大致符合线性关系。图 4 中在不同微

观内摩擦角的情况下，各相应的关系曲线大致重合，

图 5 中不同微观黏聚力下，宏观黏聚力随着微观内摩

擦角的增加基本上保持不变，以上均说明宏观黏聚力

只与微观黏聚力相关而与微观内摩擦角不相关。 
综上所述，宏观内摩擦角与微观内摩擦角、宏观

黏聚力与微观黏聚力之间基本存在线性关系。 

4  岩石三轴强度数值模拟 
大量试验表明，岩石三轴抗压强度与围压呈线性

关系。为了验证本方法能否再现这种关系，采用本方

法对围压条件下的岩石强度进行模拟，所得结果如图

6，7 所示。 

 

图 6 不同围压下应力–应变关系 

Fig. 6 Simulated stress-strain curves under different confining  

pressures 

 

图 7 极限抗压强度 1 与围压 3 之间关系 

Fig. 7 Relationship between triaxial compressive strength and  

confining pressure 

不同围压下的应力–应变曲线如图 6 所示。从图

6 中可以看出，应力极值随着围压的增加而增加，材

料达到应力极值后不出现塑性流动现象，而是直接发

生应力跌落下降段。出现这种现象的主要原因是在本

构模型中没有考虑塑性流动问题。 
由图 7 可以看出具有不同微观内摩擦角和黏聚力

的材料极限应力 1 与围压 3 均基本满足线性关系，即

1 0 3k    ，其中 0 k ， 是与材料本身性质有关的常

数。由图 8 可以看出比例系数 k随着微观内摩擦角的

增加而增加，且在不同微观黏聚力时比例系数 k和微
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观内摩擦角的关系曲线基本重合，进一步说明比例系

数 k与微观内摩擦角之间存在着一一对应关系，而与

微观黏聚力无关。 

 

图 8 斜率 K 与微观内摩擦角之间关系( 1 0 3k    ) 

Fig. 8 Relationship between slope and micro friction angle 

为了进一步验证此模型的适用性及优越性，现将

本模型模拟结果与原 AVIB 模型模拟结果和试验结果

进行对比分析。根据大理石的试验数据，取杨氏模量

E=22 GPa，泊松比 =0.2，微观内摩擦角  =30°，

微观黏聚力 c =9.7 MPa。试件的尺寸和边界条件如图

9所示，采用平面3节点常应变单元，节点总数为3321，
单元总数为 6400。试件尺寸及边界条件如图 9 所示。

数值模拟假设为平面应力状态，所得模拟结果如图 10
所示。  

 

图 9 试件尺寸及边界条件 

Fig. 9 Dimensions of specimen and boundary conditions 

图 10（a）为采用原 AVIB 模型模拟岩石材料在

不同围压下的应力–应变关系图，图 10（b）为本文

模型模拟岩石材料在不同围压下的应力–应变关系图

（试验数据来自文[12]）。从图 10中可以看出，原AVIB
模型不能反映该岩石的峰值应力随围压的增大而增大

的这一显著特性，而本文的模型克服了原 AVIB 模型

的缺点，能够再现岩石的峰值应力随围压增加而增大

这一显著特性。从图 10（b）中可以看出，本文通过

在原 AVIB 模型中引入莫尔–库仑准则能够很好地再

现常规三轴压缩下岩石强度特征；但却不能再现岩石

峰值后软化力学行为，这是因为本模型暂时只考虑了

线弹性情况，没有考虑塑性情况。 

 

图 10 采用原 AVIB 与本文模型所模拟的岩石三轴抗压应力应 

变曲线 

Fig. 10 Simulated compressive triaxial stress-strain relationships  

by (a) original AVIB, and (b) present method 

为了进一步展示本模型在岩石压剪破坏模拟过程

中行为，图 11 为单轴受压试件压剪裂纹扩展图。从图

11 中可看出，岩石单轴受试件为压剪破坏，所模拟的

压剪裂纹与试验中观察到的现象基本一致，这又再次

说明了本方法能够再现岩石的压剪破坏。 

 

图 11 模拟的单轴受压试件剪切裂纹 

Fig. 11 Simulated shear fracture in uniaxial compressive tests 

5  结    语 
本文在 AVIB 模型中引入了微观 Morh-Coulomb

类型的虚内键破坏准则。当虚内键受压时，采用这种

破坏准则，而当虚内键受拉时依然采用 Xu-Needleman
势函数描述。材料宏观压剪破坏决定于微观
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Morh-Coulomb 参数，即微观黏聚力和微观内摩擦角。

通过数值模拟得出了微观黏聚力、微观内摩擦角与宏

观黏聚力、宏观内摩擦角具有如下的关系：宏观内摩

擦角与微观内摩擦角、宏观黏聚力与微观黏聚力之间

基本存在线性关系，而微观内摩擦角与宏观黏聚力及

微观黏聚力与宏观内摩擦角之间基本没有相关性。应

用本文的模型对围压条件下的岩石强度进行模拟，得

出了岩石抗压强度与围压基本呈线性关系，这与大量

试 验 观 测 的 结 果 相 吻 合 ， 这 说 明 嵌 入 微 观

Morh-Coulomb准则后的AVIB基本上能够反映岩土材

料的破坏机理。从而说明 AVIB 可以用于岩土材料的

压剪破坏分析。 
本研究只考虑了弹性变形，还没有考虑材料的

塑性变形，因此，还不能完整的再现应力–应变全过

程响应过程，还研究将有待于进一步的加以完善。本

文为研究岩土工程材料提供了一种新的微观本构模

型。 
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