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摘  要：由于缺乏刚性桩复合地基之上筏板受力的合理计算公式，目前中国高速铁路桩筏结构复合地基中筏板的设计

计算仍采用简化算法，其计算结果的准确合理性尚不满足要求，为此拟对桩筏基础之上的筏板进行理论求解。选取桩

筏结构中单桩作用的筏板区域作为求解单元，将该单元结构视为位于单桩和 Winkler 弹性地基共同支撑的四边滑支

Reissner 矩形中厚板，将 Reissner 矩形中厚板的基本方程导入 Hamilton 体系，利用辛几何中的分离变量及本征函数展

开等方法，求出矩形中厚板弯曲问题的解析解，进而可求得复合地基上筏板的内力、挠度、桩顶反力和桩间土压力等

设计值。最后将现场试验实测值与理论模型解析解的计算结果进行对比，结果采用文中理论模型计算得到的筏板弯矩、

桩顶轴力及桩间土压应力等与现场实测结果吻合较好，表明在桩筏结构复合地基的筏板设计中，提出的理论模型是一

种准确可靠的计算方法。 
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Abstract: At present, some simplified algorithms are still used in the design of pile-raft composite foundation of high-speed 

railway in China because of the lack of a reasonable formula. But their results can not meet the accuracy requirements. The 

theoretical solution to the raft is essentially studied. In order to get the analytical solution to the raft of the pile-raft foundation, 

the acting area of a single pile on the raft is selected as an element for solution. The element is regarded as a Reissner 

rectangular moderately thick plate with four edges shear free-clamped on the Winkler elastic foundation on piles. During 

calculation, the basic elasticity equation for Reissner rectangular moderately thick plates is transferred into the Hamiltonian 

system. By separation of variables in Symplectic geometry and characteristic function, the analytic solutions to the bending 

problems of the rectangular plates with medium and thick thickness can be obtained, and then the internal force, displacement, 

counter-force at pile top and pressure between the soils and the piles can be calculated. By comparing the measured values with 

the present analytical solutions, it is shown that the calculated moment of the raft, axial force and pressure between the soils and 

the piles agree with the measured values. The proposed method is proved to be reliable and can be adopted for the design of the 

pile-raft composite foundation. 
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0  引    言 
为了满足高速铁路对沉降，尤其是不均匀沉降控

制的严苛要求，高速铁路软土地基处理中常采用桩筏 
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结构复合地基技术。 
桩筏结构中的筏板受力分析是空间问题，它涉及

筏板上面作用的荷载、筏板抗弯、筏板下面复合地基

中桩和桩间土的共同支撑问题。由于缺乏桩土复合地

基之上筏板受力计算的合理公式，现阶段在高速铁路

桩筏结构中筏板的设计计算仍然采用简单方法，其计

算结果与实际情况存在很大偏差，这样势必会影响计

算结果的可靠性和合理性。 
板的受力分析常借助于弹性理论，而传统的弹性

力学解法[1-2]基于单类变量的拉格朗日体系，通过消除

未知量来方便求解，结果导致偏微分方程阶次升高，

方程解析解的求解较为困难，甚至无法求得解析解。

求解时，常选择三角级数及多项式作为试函数进行求

解，求解过程繁琐且无规律可循，难度较大。 
姚伟岸等[3]、钟万勰[4]将辛算法引入弹性力学问

题的求解，直接从板理论的基本方程出发，将板弯曲

问题导入到 Hamilton 体系中，然后利用辛几何方法推

导出板弯曲问题的解析解。由于求解过程直接从板弯

曲的基本方程出发，采用增元降阶的数学方法求出问

题的解析解，无须人为选定挠度试函数和微分方程特

解，使问题的求解更加理性化。基于该方法，李锐[5]

对矩形薄、厚板在不同边界条件及振动情况下的

Hamilton 求解方法进行了较为系统的介绍，同时提出

“辛-叠加方法”对邻边自由矩形薄板、矩形悬臂薄板

及弹性地基上的四边自由矩形薄板进行了解析解的求

解。文献 [6]构造了弹性地基上弹性矩形厚板的

Hamilton 正则方程，但该文仅初步给出了正则方程，

并未进行后续解析解的求解。文献[7]针对双参数弹性

地基上弹性矩形薄板问题，对相关参数进行转换，成

功构造了相应的 Hamilton 正则方程，进行了求解。 
基于上述已有研究成果，结合工程实际，采用辛

算法，对高速铁路路基加固中常用的桩筏结构复合地

基中筏板的受力及变形特性进行分析、求解，并将理

论解与现场实测数据进行了对比分析，为高速铁路桩

筏结构复合地基中筏板的设计提供合理可靠的计算方

法。 

1  筏板解析解的求解 
1.1  分析方法 

高速铁路中桩筏结构复合地基的加固宽度一般较

宽，可达 30 m 左右，且沿纵向延伸。针对这一结构

特点，认为加固区域中心线附近的桩筏结构受外边界

的影响较小，可以忽略。故可将位于中心线附近的桩

筏单格结构的受力特点视为无穷大板中单格结构的受

力，建立如图 1 所示计算模型。 
为使问题便于求解，对基于工程实际问题所建立

的这一理论模型进行如下假设： 
（1）筏板单元模型取为 Reissner 矩形中厚板，为

小挠度弹性变形。 
（2）地基模型选用 Winkler 弹性地基模型。 
（3）桩顶反力简化为集中荷载。 
（4）根据无穷大板中单格结构的受力特性，将所

取的位于路基中心附近的单元板格的四边边界条件定

义为滑支支撑。 
（5）作用在单元板格上的荷载为均布荷载。 

图 1 筏板受力变形示意图 

Fig. 1 Sketch of a typical element 

理论求解的技术路线如下： 
分别对均布荷载及桩顶集中荷载作用下弹性地基

筏板的解析解进行求解，得到均布荷载与集中荷载作

用下筏板的挠度方程。 
根据筏板变形的控制条件可知，在上部荷载和桩、

桩间土共同作用下，对筏板进行受力分析与变形计算

时，不考虑整个桩筏结构的沉降问题，桩顶处的筏板

受力变形挠度值应该为零，故令桩顶集中荷载与均布

荷载在桩顶的挠度叠加值为零。 
通过已知的均布荷载值，反求出桩顶的集中反力，

之后叠加集中荷载与均布荷载的解析解，即得桩筏基

础中筏板的解析解。 
1.2  集中荷载作用下 Hamilton 体系的辛本征解 

针对 Reissner 厚板弯曲的基本方程，胡海昌[8]通

过引入满足方程（1）的两个位移函数 F 和 进行了

改进，将该问题的求解归结为求解函数 F和 ，使计
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算求解得到了简化。 
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式中，q为作用于筏板上的外力。  5 /12 1C Eh v  为

筏板的抗剪切刚度， 3 2/12(1 )D Eh v  为筏板的抗弯

刚度； h为筏板厚， E为筏板的弹性模量， v为筏板

的泊松比。 
采用这种方法，板挠度w、变形前垂直于中平面

的直线段于变形后在 xz面内的转角 x 及 yz面内的转

角 y 这 3 个广义位移可用函数 F， 表示如下： 
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在此改进方法的基础上，曲庆璋等[9]得到了用函数 F
和 表示的 Winkler 弹性地基上矩形中厚板的静力平

衡方程为 
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式中，k为地基反力系数。 
板的各内力可表示为 
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四边滑支板的边界条件为 

2 22

2 2 2

0, 0, 0

0, 0, 0

a aax xy xx xx

b b by xy yy y y

x M Q

y M Q





 

  

  



   


方向：

方向：
 。 (5) 

根据该边界条件，将各位移及内力函数代入式

（5），求解易得 0  。从而可对相关参数进行简化，

广义位移为 
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板的弯矩为 
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由式（7）可得 
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将式（9）代入式（3）有 
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Hamilton 对偶方程为 
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要求解方程（11），必须先求解其齐次方程 
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   HX x X x  ，         (13) 

式中，           T
, , ,X x F x N x x x  ，为本征向量；

 为待求本征值。 
式（13）的特征方程的根为 ,     ，其中 

2
2

2
2

2

2

4

2

4

2

k k k
C C D

k k k
C C D










       



      



 
 
 

 
 
  

 。 (14) 



第 4 期                    陈洪运，等. 桩筏结构复合地基中筏板受力分析的理论计算模型与试验研究  649 

 

结合所需要解决的实际问题的结构对称特征，取

关于 y轴对称变形的本征向量 ( )X x 的解为 
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将式（15）、（16）代入式（5）中 x方向的边界条

件，并令方程系数行列式为零，即得到滑支边矩形中

厚板对称变形的本征值超越方程 
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其对应的基本本征向量为 

T2 3

T2 2

( ) 1, / , ,

( ) 1, / , , cos( π / )

i i i i

ni i ni ni i

X x D k

X x D k n x a

  

   

    


    

。(19) 

设非齐次方程（11）的解为 

( ) ( )Z X x Y y   ，            (20) 

式中，  ( ) ( ), , ( )i niX x X x X x  ， ( )Y y  [ ( ), ,iY y   
( )]TniY y 。 
将式（20）代入式（11）得 

Td ( )( ) ( ) ( ) 0,0,0,
d
Y y qX x HX x Y y
y D

     
。(21) 

由式（11）可知 

( ) ( )HX x X x M   ，         (22) 

式中， diag( , , , )n nM P Q   ， diag( )n iP  ， nQ   
diag( )ni 。 

将式（21）的非齐次项按辛本征向量展开，令 

 T0,0,0, / ( )q D X x G    ，     (23) 

式中，  T, ,i niG g g  为展开系数阵列。 
将式（22）、（23）代入式（21），得 

d ( ) / d ( )Y y y MY y G    。     (24) 

由此得到一组常微分方程 

d ( ) / d
d ( ) / d

i i i i

ni ni ni ni

Y y y Y g
Y y y Y g



 

  
  。    (25) 

对式（23）两边同乘以 TX J 并积分，可得到 

 TT T2 2

2 2

( ) ( ) d ( ) 0, / ,0,0 d
a a

a aX x JX x G x X x q D x
 

   。  

(26) 
利用共轭辛正交关系展开式（26）解 G中各元素。 
在集中荷载 P作用下，本文研究问题关于 y轴对

称，得 
2

04

2

0 04

( )
2 ( )

 
π( )cos

( )

i
i

i i

i
ni

ni i

g P y y
a D k

ng P y y x
a D k a




 




 


  


        

。(27) 

考虑集中荷载 P作用在坐标原点，将式（27）化

简，代入式（25），求解得 

4

2

4

e e ( )
2 ( )

 
e e ( )

2 ( )

i i

ni ni

y yi
i i

i

y yi
ni ni

ni i

Y c P H y
a D k

Y c P H y
a D k

 

 





 

   

   

。  (28) 

式中， ic 和 nic 为待定常数，由板在 y方向的边界条件

确定； ( )y 为单位阶跃函数，表达式如下 

1      0
( )  

0     0
y

y
y




  

≥
。            (29) 

将式（19）、（28）代入式（20），利用式（5）中
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四边滑支板在 y方向的边界条件可以求出待定常数 ic
和 nic 为 

1

1
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3
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2
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1 4
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1
2 4
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2
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3 4
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22
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1 1

1

2
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e
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e 4sh

2
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( )4sh
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1
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1

e 4sh
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




























 



 
 

 
 

 
 

 
 

 
 

 
 

 
 

 
 

 
 

 
 

 


3

3

2
1

4
1 1

22
3

3 4
3 3

3

2
3

4 4
3 32

3

( )

e
( )4sh

2
1

( )
e 4sh

2

n

n

n

b

n
n

n

n b
n

n

P
a D k

c P
b a D k

c P
a D kb






 


 


 





























     



 
 

   
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。 (30) 

 
 
 
 

将 ic 和 nic 表达式（28）代回式得到 ( )Y y ，再由 
式（20）即得到状态向量 Z中各分量的解析表达式。 

其中 F 的表达式见式（31）；基于 F 的表达式，

集中荷载作用下位于 Winkler 地基上的 Reissner 板的

挠度 Pw 可通过式（6）得到，见式（32）；弯矩 yM 可

结合式（7）得到，见式（33）；同理可得到其他待求

参数的表达式。 
1
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(33) 
1.3  桩筏基础中筏板解析解的求解 

在均布荷载 0q 作用下，位于 Winkler 弹性地基上

的四边滑支矩形板在弹性小变形范围内的挠度为

q 0 /w q k 。 
基于位移叠加原理，易知桩筏基础筏板的挠度

P qw w w  。根据工程实际情况可知，桩顶挠度

 0,0 0w  ，即可反求出桩顶集中荷载 P，将该值代入

筏板的挠度方程，即得到筏板挠度的最终解。获得了

集中荷载的值，筏板的弯矩、剪力等值也就容易得出

了。 

2  现场试验对比验证分析 
根据上面均布荷载作用下桩筏结构基础受力模

型的理论分析方法，结合工程实例[10-12]，对解析解进

行验证。 
2.1  工程概况 

京沪高速铁路 CFG 桩复合地基李窑试验段位于

河北青县，属冀鲁平原区近海冲击平原，地层主要为

第四系全新统冲积层( al
4Q )、第四系全新统海积层

( m
4Q )、第四系上更新统冲积层( al

3Q )，土层为松软—中

等压缩性的深厚松软土层。主要土层情况见表 1。 
表 1 试验场地土层情况 

Table 1 Parameters of in-situ soils 

名称 厚度/m 描述 
平均压

缩模量
/MPa 

黏土 0~1.5 黄褐色，可塑 4.6 
粉质

黏土 
7.0~12.0 黄褐色—灰褐色，软塑—可塑，

饱和 
4.9 

粉土 8.0~12.5 黄褐色、黑灰色，中密—密实 7.6 
粉砂 0.7~8.0 灰黑色，稍密—中密，饱和 13.9 
细砂 0.6~11.7 黄褐色—浅黄色，中密—密实 19.7 
粉质

黏土 
1.3~14.7 黄褐色，可塑—硬塑，饱和 6.4 

粉土 — 黄褐色、黑灰色，中密—密实 7.6 

试验段是京沪高速铁路正线工程，处于天津特大

桥与青沧特大桥之间，地形平坦，地势开阔，线路以

填方通过，路堤填高 7 m，预压土高 3.5 m。在预压土

静 置 期 间 ， 路 基 中 心 线 处 的 上 部 最 大 荷 载

0 217.8 kPaq  。 
软土地基采用 CFG 桩桩筏结构复合地基进行加

固处理，加固宽度 32.4 m，加固试验段长 200 m。桩

径 0.5 md  ，正方形布桩，桩间距 1.8 ma b  ，桩

顶设 0.15 m厚碎石垫层，其上为钢筋混凝土筏板。钢筋

混凝土筏板的厚度 0.5 mh  ，采用 C30 混凝土现浇，

＠20 cm2 cm 上下两层配筋，混凝土保护层厚度为 8 
cm。 
2.2  现场试验 

在该试验段埋设了多种类型的元器件，针对筏板

弯矩、桩身轴力、桩土应力等内容，完成了预压土堆

载、静置及卸载全过程的长期监测。 
在筏板的四桩中心位置，沿主筋走向在筏板的上

下两层钢筋中安装了钢筋计，对相应位置处的钢筋受

力进行了监测（图 2）。 

 

图 2 钢筋计安装 

Fig. 2 Installation of extensometer 

通过钢筋计测得钢筋应力，进行换算即得到相应

的弯矩。 
筏板四桩中心处的弯矩随荷载及时间的变化情况

如图 3 所示，取静置期间相对稳定实测平均值，为

25.41 kN m/m 。 
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图 3 弯矩–荷载–时程图 

Fig. 3 Curves for bending moment–load–time 

试验中沿 CFG 桩桩身不同深度处安装智能混凝

土应变计，监测 CFG 桩桩身应变（轴力）的变化情况，

混凝土应变计安装如图 4 所示。 

图 4 混凝土应变计安装 

Fig. 4 Strain gauges installed 

通过现场试验段混凝土应变计监测到的 CFG 桩

桩身应变数据，换算得到桩身轴力，不同深度处的桩

身轴力随荷载及时间的变化情况如图 5 所示。 

 

图 5 桩身轴力–荷载–时程曲线 

Fig. 5 Curves of axial force of pile–load–time 

分析监测结果得知，桩身轴力最大值在桩顶处，

桩顶轴力为 510.45 kN。 
2.3  对比验证 

根据试验段现场实际情况，取钢筋混凝土板的弹

性模量 7 23 10  kN/mE   ，泊松比 0.2v  。褥垫层的

主要作用是在筏板与桩、桩间土之间传递、分配和协

调上部荷载及其作用效应的。在文中，褥垫层效应是

依据现场试验的结果，通过地基反力系数 k值加以考

虑的。在综合考虑褥垫层效应的实际情况后，取地基

反力系数 3300 MN/mk  。 
基于试验段现场实际参数及解析解计算式（32）

及计算式（33）得，四桩中心（a/2，b/2）处弯矩的

理论数值解为 23.02 kN m/m ，桩顶轴力的理论数值

解为 624.67 kN。 
将预压土静置期间的相关稳定测值与解析解所得

结果进行对比见表 2。 
表 2 实测值与计算值的对比 

Table 2 Comparison between calculated and measured values 

四桩中心处弯矩/( 1kN m m  ) 桩顶轴力/kN 

实测值 计算值 相对误差 实测值 计算值 相对误差 

25.41 23.02 -9.41% 510.45 624.67 22.38% 

由表 2 可以看出，实测值与理论计算值较为接近，

计算结果可供相关工程参考应用。 

3  结    论 
针对高速铁路等工程领域中已大量采用的桩筏结

构地基加固形式和桩–筏结构中筏板受力变形计算缺

乏可靠方法的实际情况，推求了桩筏结构中筏板受力

变形计算的理论解析解答，得到如下结论： 
（1）根据桩筏结构中筏板受上部荷载、下部受桩

和桩间土共同支撑的结构特点，采用 Reissner 矩形中

厚板理论及 Winker 弹性地基模型构建理论计算模型，

基于 Hamilton 体系，应用位移叠加原理，进行了解析

解的求解。 
（2）利用上述理论的解析解，可计算桩筏结构中

筏板的内力、绕曲变形以及桩顶轴力和桩间土压力，

为桩–筏结构的设计提供了新的计算方法。 
（3）通过现场试验对解析解开展了对比分析。

结果表明，理论解理论值与现场实测值吻合良好，满

足工程设计的要求，从而解析解的合理可靠性得到了

验证。 
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