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基于可行弧内点算法的上限有限单元法优化求解 
赵明华，张  锐，雷  勇 

（湖南大学岩土工程研究所，湖南 长沙 410082） 

摘  要：上限有限单元法将寻找机动相容速度场的问题转化为一个数学规划问题，克服了人为构造机动相容速度场的

困难，在复杂工程问题中具有广阔的应用前景。基于非线性规划的上限有限单元法，可避免对屈服函数的线性化处理，

大大地减少了优化变量数，同时可节约大量存储空间，但由此产生的非线性规划模型十分复杂。为此，在引入一种非

线性上限规划模型的基础上，探讨基于可行弧内点算法对其进行优化求解的步骤。首先，采用 BFGS 公式对屈服函数

的 Hessian 矩阵进行迭代，避免了计算过程中该矩阵病态的问题；其次，通过构造可行弧，克服了当迭代点到达非线性

约束边界时搜索步长过短的问题；最后，采用 Wolfe 非精确搜索技术进行线性搜索，提高了步长搜索效率。通过 MATLAB
编程进行算例分析表明，基于可行弧内点算法的非线性上限有限单元法，计算效率高、计算误差小、数值稳定性好，

可以适应大部分土体稳定性分析计算。 
关键词：极限分析上限法；有限元单元法；非线性规划；可行弧内点算法 

中图分类号：TU43；O24       文献标识码：A       文章编号：1000–4548(2014)04–0604–08 
作者简介：赵明华（1956– ），男，湖南洞口县人，教授，博士生导师，主要从事桩基及软土地基处理研究。E-mail: 

mhzhaohd@21cn.com。 

Optimization of upper bound finite element method based on feasible arc            
interior point algorithm 

ZHAO Ming-hua, ZHANG Rui, LEI Yong 
(Geotechnical Engineering Institute of Hunan University, Changsha 410082, China) 

Abstract: The upper bound finite element method converts the problem of finding a kinematic admissible velocity field into a 

mathematical programming one, which can overcome the difficulty of artificially constructing a kinematic velocity field, thus, it 

has a broad prospect in applications to complex problems. The formulation of the upper bound finite element method based on 

nonlinear programming can avoid linearization of yield functions, as a result, it greatly reduces the optimization variables and 

saves a great deal of memory space. However, this leads to a nonlinear programming model that is quite complex. By 

introducing a nonlinear upper bound programming model, the steps for its optimization using feasible arc interior point 

algorithm are discussed. Firstly, the BFGS formula is taken as the updating rules for Hessian of yield functions to avoid the 

ill-conditioning problem in computation. Secondly, by constructing a feasible arc, the shortcoming of a too short step when the 

current iteration point reaches the nonlinear constraint boundary is overcome. Finally, the Wolfe's line search technique is used 

for step-length search which enhances the line search efficiency. Example analysis by MATLAB programming shows that the 

proposed method is highly efficient, numerically stable and accurate enough for engineering practice, thus, it is applicable to 

most soil stability problems. 
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0  引    言 
极限分析上限法是岩土工程中一种常用的稳定性

分析方法，可用于求解地基承载力、挡土墙土压力和

边坡稳定性等问题[1-2]。上限法的实现通常包括两种途

径：一是传统的上限分析解析法[2]，即通过人为构造

机动相容的速度场，然后对该速度场的几何参数等进

行优化，从而得到极限荷载的解析表达式；二是上限

有限单元法[3-10]，即利用有限单元对连续体进行离散

化，通过建立合适的数学规划模型，利用计算机自动

搜索出连续体破坏时的速度场与极限荷载。 
对于简单问题，上限分析解析法因概念明确、直

观明了，而具有特定的优势[2]。但对于实际工程中常
─────── 
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见的复杂几何边界、复杂荷载条件或非均质材料等问

题，人为构造机动相容的速度场存在较大的困难，使

得上限分析解析法的应用受到了限制。为解决这一问

题，有学者提出了上限有限单元法，并且越来越多的

学者对此进行了深入地研究和改进[3-10]。该方法的基

本原理是借助有限单元法的形式对连续体进行离散，

并且将寻找机动相容速度场的问题转化为一个数学规

划问题，克服了人为构造机动相容速度场的困难，因

而具有广阔地应用前景。 
根据所建立数学规划模型的不同，上限有限单元法

可分为两大类，其一是基于线性规划的上限有限单元

法[3-8]，其二是基于非线性规划的上限有限单元法[9-10]，

早期的研究主要集中在前一类方法中。其中，

Anderheggen 等[3]，Bottero 等[4]，Sloan 等[5]在理论方

面做了许多开创性的工作：一是建立了利用线性常应

变三角形单元将上限定理转化为线性规划模型的途

径；二是通过在单元间引入速度间断线，克服了低阶

单元间变形“互锁”的现象，使线性单元亦能模拟复

杂速度场；三是采用有效集算法改进了大型线性规划

问题的求解效率。Sloan 等的工作使上限有限元进入

工程实用阶段。在应用方面，杨峰等[6]以 MATLAB 软

件为平台编制上限有限元程序，解决了约束矩阵高度

稀疏化带来的存储问题，然后通过算例分析讨论了网

格疏密程度和塑性乘子率数目对计算精度的影响；王

均星等[7]在 Sloan 模型的基础上考虑孔隙水压力和节

理裂隙等因素的影响，探讨了上限有限元在土质或岩

质边坡工程中的应用；杨小礼等[8]基于 Karmarker 内

点算法改进线性规划的求解效率，得到了光滑条形基

础下的地基承载力。 
基于线性规划的上限有限元虽然取得了富有成效

的研究成果，但是其仍存在一些不足，即在形成标准

的线性规划问题时需要对屈服函数进行线性化处理，

而在这一过程中将产生大量多余的变量和不等式约

束，从而大大地增加了优化变量数和所需的存储空间，

使得在有限的机时和存储空间内难以获得精确的计算

结果[5, 8]。为了克服上述困难，最有效的方式是将屈服

函数直接作为优化变量的非线性的不等式约束，即建

立上限定理的非线性规划模型。为此，Lyamin 等[10]

在上限定理的线性规划模型基础上进行改进，提出了

一种上限定理的非线性规划模型，因其不再需要对屈

服函数进行线性化处理，在相同的网格划分条件下，

该法产生的优化变量数和需占用的存储空间大为减

少，从而使得大型工程问题的求解成为了可能。 
但是，由于非线性规划模型自身的复杂性，其求

解难度较大。Lyamin 等[10]曾采用二阶段拟牛顿算法对

所提模型进行求解，但还存在如下问题有待解决：其

一，当迭代点到达屈服面的尖点附近时，由于该点曲

率很大，原算法所得的搜索步长很小，影响了收敛速

度；其二，原算法采用的精确搜索技术搜索效率较低，

需消耗大量机时。针对上述不足，本文将引入可行弧

内点算法[11-12]对 Lyamin 等所提出的非线性上限规划

模型进行求解，以期进一步提高基于非线性规划的上

限有限元的计算效率和数值稳定性，并通过应用实例

验证本文方法的合理性和工程应用价值。 

1  上限定理及其标准数学规划形式 
上限定理可以表述为：与任一机动相容速度场相

适应的外荷载必为真实荷载的上限[1-2]。所谓机动相容

的速度场须满足如下条件：①相容性条件；②流动法

则；③速度边界条件。若用标准的数学规划形式可以

将上限定理表示如下[13]： 

,
min ( )dQ D


  




ε u
ε x   ，               (1) 

Subject to  s  ε u   in    ，      (2) 

   ( )f ε  ， ( ) 0f ≤ ， 0≥  in  ，(3) 
 0u   on    ，                  (4) 

( d d 1)
t t

 
      u u x u xF f   。    (5) 

式中  u为体积 内的速度场；  为与 u相对应的应

变率场； 为体积 内的应力场； ( )D

 表示单位体

积的内能耗散率；Q为目标函数优化值； s 为一阶微

分算子； f 为塑性屈服函数；为塑性乘子率；F 与

f 分别为物体所受体积力与面力； ( ) u 表示外力荷

载所做功率。式（1）表示寻找一个机动相容的速度场

u使得体积 中总的内能耗散率最小；式（2）为速

度–应变率的相容性方程；式（3）为应变率场  须满

足的流动法则约束方程；式（4）为速度场 u在边界 
上须满足的速度边界条件；式（5）表示将外力荷载所

做的功率规则化设定为 1。 
根据上述上限定理的标准数学规划形式，采用有

限单元对连续体进行离散化，按照机动相容性的相关

要求建立相应的约束方程，并以计算区域内总的能量

耗散率为目标函数，即可得到上限定理的数学规划模

型。下节将引入 Lyamin 等[10]提出的非线性上限规划

模型，在此基础上，探讨基于可行弧内点算法对其进

行优化求解的步骤。 

2  上限定理的非线性数学规划模型 
Lyamin 等[10]针对上限定理的线性规划模型中存

在的不足，提出了一种上限定理的非线性规划模型，

其特点如下：①通过在各单元的共同边上设置速度间

断线（面）增加单元间变形自由度，使线性单元亦能
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模拟复杂速度场；②将屈服函数直接作为优化变量的

不等式约束，避免了对屈服函数的线性化处理；③引

入荷载约束的概念，可以模拟复杂的荷载边界条件。

上述特点正是引入该模型进行分析计算的原因所在。

根据文献[10]，上限定理的非线性规划模型的具体形

式如下：  
Minimize  T T T

u vQ   Bu c u c v  ，  (6) 
Subject to  u v A u A v b   ，       (7) 

1
( )

E

j j
j

f


  Bu    ，              (8) 

0j≥       ( )j J   ，       (9) 
( ) 0j jf      ( )j J   ，      (10) 

   ( ) 0jf ≤     ( )j J   ，      (11) 
0≥v   ，                   (12) 

unRu ， vnRv ， nR  ， ER 。 
式中，u为 un 一维节点速度列向量；v为 vn 一维速度

间断值列向量； 为 n 一维单元应力列向量； B为

un n  阶全局相容性矩阵； uc 为单元节点速度u对应

的 un 一维目标函数系数列向量； vc 为速度间断值变量

v对应的 vn 一维目标函数系数列向量； uA 与 vA 分别

为与单元节点速度 u和速度间断值变量 v 相对应的线

性约束方程系数矩阵； ( )jf  为塑性屈服函数约束； j

为与 jf 对应的塑性乘子率； E为单元总数。 
由以上模型可以看出，该模型包含大量优化变量

和非线性约束方程，常规优化算法已不适用，要求解

该模型，需要求助于高效的非线性规划算法。 

3  基于可行弧内点算法的非线性上限

规划模型求解 
可行弧内点算法是一种新型的非线性规划算法，

对大规模约束优化问题尤其适用[11-12]，其求解思路为：

首先寻找一个初始可行点，在可行点处对约束优化问

题的 Kuhn-Tucker 条件进行线性化，得到一个线性方

程组；其次对该线性方程组的右端项进行扰动，构造

出一条在可行域内部且使目标函数值下降的可行弧；

再次沿可行弧进行搜索并使目标函数下降一定值；最

后重复以上过程直到得到一个满足Kuhn-Tucker 条件

的最优点。为便于描述算法的求解步骤，首先给出优

化模型（6）～（12）的 Kuhn-Tucker 优化条件： 
3.1  Kuhn-Tucker 优化条件 

在给出 Kuhn-Tucker 优化条件前，先将优化模型

（6）～（12）等价于如下优化问题[10]： 
Maximize  T T T

u vQ   Bu c u c v  on   ，  (13) 
Minimize  T T T

u vQ   Bu c u c v   on  ,u v ，(14) 
Subject to   u v A u A v b  ，           (15) 

            ( ) 0jf ≤   ( )j J  ，        (16) 
            ( ) 0jf ≤v   v( )j J   ，       (17) 

unRu ， vnRv ， nR  ， nR  。 
式中，原条件 0≥v 为了表达方便已经写成 ( ) 0jf ≤v ，

vj J 。由于优化问题（13）～（17）的目标函数Q与

不等式约束方程 jf 均为凸函数，而等式约束均为线性

方程，因此这是一个标准的凸优化问题，其最终解答

( )* * *, ,u v  需满足如下的 Kuhn-Tucker 优化条件[14-15]： 

1
( ) 0

E

j j
j

f 



    Bu   ，       (18) 

T
v v v ( ) 0j j

j J
f



 



   c A v   ，   (19) 

T T
u u 0    B c A   ，         (20) 

u v A u A v b   ，               (21) 
( ) 0j jf

     ( )j J   ，      (22) 

( ) 0vj jf * v    v( )j J   ，       (23) 
( ) 0jf

 ≤      ( )j J  ，       (24) 
( )jf

 ≤0v      v( )j J   ，      (25) 
0j ≥        ( )j J   ，      (26) 

v 0j ≥         v( )j J   ，      (27) 
unRu ， vnRv ， nR   ， 
ER  ， v

v
nR ， rR 。 

3.2  可行弧内点算法的优化求解步骤 

采用非线性规划算法求解上限规划模型（6）～

（12），其本质上就是寻找一个满足优化条件（18）～

（27）的优化点     
v, , , ,( )u v    的过程，相应于可

行弧内点算法其求解步骤如下： 
步骤 1：给定优化参数与初始可行点 

1k  时，给定优化参数 0  ， (0,1)  ，同时寻

找一个初始可行点 ( )k k k k k k v, , , ,x u v    （初始可行

点的获取可参考文献[10]的方法）使其满足优化模型

（6）～（12）中的约束条件，即 u v
k k A u A v b，

( ) 0k
jf ≤ ，j J ， ( ) 0k

jf ≤v ， vj J ， v( , ) 0k k
   。 

步骤 2：计算一个可行下降方向d  
采用 Newton 法将一阶优化条件（18）～（27）

中的等式方程线性化，即将式（18）～（23）采用 Taylor
级数展开并取一阶项，可得如下方程组： 

2 1 1 1( )( ) ( ) ( )k k k k k k k k k
j j j j

j J j J

f f
 

    

 

        ，B u u Bu   

(28) 

v v

2 1 1 1
v v v v( )( ) ( )k k k k k k k
j j j j

j J j J
f f   

 

        ，v v v A v c

(29) 
T 1 T 1 T

u u( )k k k k     B A B c     ，    (30) 
T 1 T 1
u v( ) ( ) 0k k k k    Α u u Α v v   ，   (31) 

1 1( )( ) ( ) 0k k k k k k
j j j jf f          ，j J  ， (32) 
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1 1
v v( )( ) ( ) 0k k k k k k
j j j jf f     v v v v  v( )j J  ， (33) 

式中，上标 k和 k+1 分别表示当前迭点与下一迭代点

的迭代次数。为了便于编程，可将式（28）～（33）
采用矩阵和向量表示成如下的紧凑形式： 

0 0 T 0
u     H d Bd G λ r   ，      (34) 

0 T 0 T 0
v v v v v v   H d A G c    ，    (35) 
T 0 T 0

u  B d A a   ，            (36) 
0 0

v v u u 0 A d A d   ，             (37) 
0 0 0    G d F   ，             (38) 

0 0
v v v v 0 G d F   。              (39) 

式中， 2 ( )k k
j j

J J
f



 


 H  ，
v

2
v v ( )k k

j j
J J

f


 H v ，

1[ ( )... ( )]T k k
Ef f   G   ，

v

T
v 1[ ( )... ( )]k k

nf f  G v v ，

diag( ( ) )k k
j jf F  ， v diag( ( ) )k k

j vjf F v ，

kr Bu ， T k
u  a B c ， 0 1k k


 d   ， 0

v d  
1k k v v ， 0 1

u
k k d u u ， 0 1k   ， 0 1k

 
  ，

0 1
v v

k  。 

在 H 中， 2 ( )kjf  为屈服函数的 Hessian 矩阵，

对于双曲型近似 Mohr-Coulomb 屈服准则[16]，该矩阵

不具有对称正定的特性，不能满足算法的收敛性要求，

且当材料的黏聚力参数 c值很小时，该矩阵容易出现

病态的问题。为此，可以采用无约束优化问题的 BFGS
公式代替屈服函数的 Hessian 矩阵进行迭代[14-15]，即

采用式（40）代替 2 ( )kjf  进行更新： 

1 :
k t kt
j jk k

j j t t k
j


   

   
C C

C C
C

  ，   (40) 

式中  1k k
j j    ， 1( ) ( )k k

j j j jf f     ；当 k=1
时， k

jC 取单位矩阵。求解方程组（34）～（39）可得

到迭代增量 0 0 0 0
u v( , , )d d d d ，可以证明 0d 为目标函数

的一个下降搜索方向[11-12]。 
将式（38）改写成展开的形式可以表示如下： 

0 1( / ) 0T k k
j j j j jf f        d   ( )j J  ，(41) 

其中， 0
jd 为向量 0

d 中相应于屈服函数 jf 的一组变

量。可以看出，当迭代点靠近屈服函数 jf 的边界时(即
( ) 0k
jf  时)，有 T 0 0j jf  d ，即搜索方向 0d 与屈服

函数 jf 相切。若沿此方向搜索，迭代点将走出可行

域的边界，使不等式约束失效（如图 1 所示）。为了保

持搜索方向的可行性，可以在式（38）的右边添加某

些负常数，即使原方程组（34）～（39）变为 
T

u     H d Bd G r  ，      (42) 
T

v v v v v v
T    H d A G c  ，     (43) 

T T
u  B d A μ a   ，            (44) 

v v u u 0 A d A d   ，            (45) 

      G d F e  ，          (46) 

v v v v 0 G d F    ，           (47) 

其中， 2 ( )k k
j j

J J
f



 


 H  ， 2
v ( )

v

k k
vj j

J J
f



 H v ， 

1[ ( )... ( )]T k k
Ef f   G   ， v 1[ ( )... ( )]

v

T k k
nf f  G v v ，    

diag( ( ) )k k
j jf F  ， v vdiag( ( ) )k k

j jf F v ，

kr Bu ， T k
u  a B c ， 1k k


 d   ，

1
v

k k d v v ， 1k k
u

 d u u ， 1k  ， 1k
 

  ，
1

v v
k  。 

式（46）中参数 0  ， T(1, ,1) e 为单位列向

量。此时有 ( ) 0k
j jf  时， T 0j jf     d ，即搜索

方向 jd 与 jf 夹角为钝角（如图 1 所示），从而保证

了搜索方向d 为可行下降方向。  值决定了可行下降

方向 d 偏离初始下降方向 0d 的程度，可以按下式计

算： 
20 0T 0 0T

2
min[ ;(1 ) ( ) / ]k

u      d d B u d e  。 (48) 

 

图 1 可行弧计算示意图 

Fig. 1 Calculation of a feasible arc 

步骤 3：计算一个“修正方向” d ，构造一条可

行弧 
如图 1 所示，虽然d 为可行下降方向，线性搜索

可沿此方向进行，但是当屈服函数 jf 在迭代点 kx 附

近曲率很大时（如屈服面的尖点附近），容许的搜索步

长较小（即 1k k x x 较小），这将使优化求解的收敛

速度很慢。为此，可构造一条与可行下降方向d 相切，

且曲率“接近”于屈服函数在 kx 点附近曲率的二次弧

线，如图 1 所示，其表达式如下： 
2( ) kt t t   x x d d   ，       (49) 

式中， t为迭代步长， d 为一修正方向，由下面的线

性方程组得到 
T

u       H d Bd G r  ，      (50) 
T T

v v v v v v    H d A G c    ，    (51) 
T T

u   B d A a   ，           (52) 

v v u u 0  A d A d   ，           (53) 
1

       G d F    ，          (54) 
2

v v v v    G d F    ，           (55) 
式中， 2 ( )k k

j j
J J

f


 


 H  ，
v

2
v v ( )k k

j j
J J

f


 H v ，

T
1[ ( )... ( )]k k

Ef f   G   ， T
v 1[ ( )... ( )]

v

k k
nf f  G v v ，
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diag( ( ) )k k
j jf F  ， v vdiag( ( ) )k k

j jf F v ，

kr Bu ， T k
u  a B c ， 1k k


 d   ，

1
v

k k d v v ， 1k k
u

 d u u ， 1k  ， 1k
 

  ，
1

v v
k  。 

1 ， 2 分别为 jf ， vjf 的近似曲率，可以按下

式计算： 
1 T( ) ( ) ( )k k k
j j j j j j j j jf f f         d d    ( )j J ； 

(56) 
2 T

v v v v v( ) ( ) ( )k k k
j j j j j j j j jf f f     v d v v d  v( )j J 。(57) 

由于 vjf 为线性函数， 2 0j  （ vj J ），实际计算时可

取 2 3 5(10 ,10 )j     （其中  为一较小的正数）。  
步骤 4：沿可行弧搜索计算迭代步长 
沿可行弧搜索即可得到新的迭代点。为了获得一

个使目标函数下降一定值且保证迭代点不走出可行域

的合理步长 t，可采用 Wolfe 非精确搜索技术进行搜

索，其搜索过程可以用图 2 所示的流程图表示[12, 14]。 

 

图 2 Wolfe 非精确线性搜索流程图 

Fig. 2 Flow chart of Wolfe’s inaccurate line search 

与文献[10]采用的精确搜索技术相比，Wolfe 非精

确搜索技术具有如下优势： 
（1）每步迭代不需要获得精确的最优迭代步长，

而是得到一个使目标函数下降一定程度的合理步长，

因此通常只需几次循环即可结束搜索。 
（2）精确搜索技术需要对所有不等式约束单独进

行搜索，并将所有搜索步长的最小值作为最终的迭代

步长[10]，而 Wolfe 非精确搜索技术则对所有不等式约

束同时进行处理，直接得到最终迭代步长，因而可大

大节约机时。 
步骤 5：更新迭代点与 Lagrange 乘子 
得到合理步长 t 后，新的迭代点可以表示为

1 2:k k t t    x x d d ，即 

1 2:k k
u ut t    u u d d   ，         (58) 

1 2:k k
v vt t    v v d d   ，         (59) 

1 2:k k t t 
    d d   。         (60) 

新的 Lagrange 乘子可以更新为 
21

0 2
: max[ ; ]k k

j j d        ( )j J  ， (61) 

 21
v v0 2

: max[ ; ]k k
j vj d      v( )j J  。  (62) 

式中， 为一足够小的正常数。 
步骤 6：检验当前迭代点是否满足收敛条件 
最后，检验 v( , , , , )k k k k k

u v    是否满足文献[10]
中给出的收敛条件。若是则迭代停止；若否则令

: 1k k  ，并返回步骤 2 进行下一次迭代，直到迭代

点满足收敛条件。 
至此，基于可行弧内点算法对非线性上限规划模

型进行优化求解的步骤已经全部完成。由于上述计算

过程中涉及大型稀疏矩阵的运算，为解决其存储和计

算等问题，可以 MATLAB 软件为平台编制上限有限

元程序，包括网格划分、数值离散、优化求解和数据

可视化等子程序。其中，网格划分程序由文献[17]提
供的方法进行编写；优化求解程序分别按本文方法和

文献[10]介绍的方法进行编写；优化求解阶段所涉及

的大型线性方程组通过调用 Harwell 实验室开发的高

效矩阵分解程序包——MA57[18]进行求解。下文将以

光滑刚性条形基础下地基承载力计算为课题，进行应

用实例分析。 

4  应用实例 
地基承载力计算是土力学中的经典课题。当不考

虑土重和负载时，光滑刚性条形基础下的地基承载力

可以用 Prandtl 解表示为[19] 
2exp π tan tan (45 / 2) 1 cotq c          / ( ) ， (63) 

式中， c和 分别土体的有效黏聚力和有效内摩擦

角， q为地基极限承载力。 
首先，为分析网格疏密程度对上限有限元计算效

率与精度的影响，采用 4 种不同密度的网格进行计算，

如图 3 所示。由于计算模型沿基础中线对称，因此网

格划分时只取右侧一半进行计算。网格 1 中给出了计

算所用速度边界条件与网格尺寸。表 1 中列举了网格

信息和土性参数 c =1，  =35°时各网格所得计算结

果。从表 1 中数据可以看出，与文献[10]所采用的二

阶段拟牛顿算法相比，本文方法在迭代次数、计算耗

时和计算误差等方面明显优于前者，计算效率和计算

精度有较大提升。从表 1 还可看出，随着网格划分密

度的提高，计算精度也相应提高，当采用网格 4 时计

算误差仅为+0.682%，足可满足工程计算的要求。图 4
中给出了网格 4 所对应的速度矢量图和变形网格图。
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由该图可以看出土体破坏模式为侧向挤出破坏，与

Prandtl 模型所揭示的破坏机制一致。 
其次，为验证本文方法的数值稳定性，对不同的

内摩擦角 采用相同的高密度网格进行计算，计算结

果及网格信息如表 2 所示。从表 2 数据可以看出，内

摩擦角对迭代次数有一定影响，随着内摩擦角增大迭

代次数也相应增加，但取较大的内摩擦角（ =  35°）

时迭代次数也不超过 30 次。从表 2 还可看出，即使采 
表 1 网格划分大小与数值计算结果 

Table 1 Mesh sizes and numerical results 

迭代次数 单次迭代时间/s 总迭代时间/s 
目标函数值 

（c=1， = 35°，精确解

46.124） 
计算误差/% 

网格信息 
文献

方法 
新方

法 
文献方

法 
新方

法 
文献 
方法 新方法 文献方法 新方法 文献方

法 
新方

法 

网

格 1 

单元：189 
速度间断

线：274 
节点：567 

28 18 0.398 0.136 11.130 2.437 50.381 48.646 +9.230 +5.469 

网

格 2 

单元：417 
速度间断

线：609 
节点：1251 

29 19 1.100 0.249 31.906 4.726 48.923 47.307 +6.068 +2.565 

网

格 3 

单元：810 
速度间断

线：1192 
节点：2430 

31 20 2.621 0.479 81.226 9.583 48.036 46.834 +4.145 +1.539 

网

格 4 

单元：1592 
速度间断

线：2356 
节点：4476 

30 19 5.518 0.944 165.530 17.943 47.638 46.439 +3.282 +0.682 

 

图 3 计算网格大小与疏密程度 

Fig. 3 Mesh sizes and density 
表 2 不同值下的数值计算结果与精确解 

Table 2 Numerical results and exact solutions under different values of friction angle   

网格信息 土体参数 迭代次数 总迭代时间/s 目标函数值 精确解（Prandtl） 计算误差/% 

= 0° 12 62.545 5.165 5.1416 +0.449 

= 10° 14 72.298 8.367 8.3449 +0.260 

= 20° 17 87.681 14.859 14.8347 +0.162 

= 30° 23 119.731 30.180 30.1396 +0.134 

单元：8644 

速度间断线：12890 

节点：25932 

c=1 

= 35° 27 141.565 46.207 46.1236 +0.182 
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图 4 速度矢量图与变形网格图（网格 4） 

Fig. 4 Velocity vectors and deformed mesh 

用较高密度的网格本文方法也能获得稳定的计算结

果，且对不同的 值计算误差均控制在 0.5%以内。因

此，本文方法有良好的数值稳定性，可适应较大规模

工程问题的计算。土体能量耗散率的分布可以反映其

塑性变形区的分布情况。当优化搜索结束后，将各单

元节点速度列向量 eu 以及单元内应力列向量 e 从总

体速度列向量 u与总体应力列向量 中按节点编码和

单元编码提取出来，则各单元内的能量耗散值可以按

式 e e eD  Bu 计算。对所有单元重复前述计算过程，

即可得到整个速度场的能量耗散分布。图 5 给出了不

同 值所对应的土体能量耗散图，从中可以看出，随

着土体内摩擦角的增大，基础下塑性流动区范围也不

断增大，即土体内摩擦角对塑性流动区的范围有较大

影响。 
由以上分析可知，基于可行弧内点算法求解非线

性上限规划模型，不但提高了其计算效率和计算精度，

还保证了其数值稳定性，具有较高的工程应用价值。 

 

图 5 不同内摩擦角下的能量耗散图 

Fig. 5 Power dissipation under different internal friction angles 

5  结    语 
在介绍上限定理及其标准数学规划形式的基础

上，通过引入一种非线性上限规划模型，避免了对屈

服函数的线性化处理，不但减少了所需求解的优化变

量数，还节约了存储空间。针对该模型的特点，探讨

了基于可行弧内点算法对其进行优化求解的步骤，并

通过算例分析验证了本文方法的合理性和工程应用价

值。从实际计算的效果来看，基于可行弧内点算法的

上限有限单元法，克服了现有方法存在的不足，较大

程度的提升了计算效率和计算精度，获得了较好的数

值稳定性，因而能够适应大部分土体稳定性分析计算

的要求。 
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