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摘  要：采用理想颗粒材料（DEM 理想球体）、人工颗粒材料（玻璃球）和天然颗粒材料（Hostun 砂），通过数值和

室内常规三轴排水试验研究了颗粒材料级配对其应力–应变响应和临界状态的影响规律。试验结果表明：在相同加载

初始条件下（e0 = 0.574，p0' = 400 kPa），随着不均匀系数 Cu（d60/d10）的增大，试样在 q–ε1平面上从剪胀变为剪缩，

在 εv–ε1平面上表现出由应变软化转变为应变硬化的特性。通过不同围压下的三轴排水试验，在 e–p'和 q–p'平面上分

别对不同级配的颗粒材料集合体绘制了临界状态线，e–p'平面随着 Cu 的增大临界状态线往下偏移，而在 q–p'平面上

临界状态线不随 Cu 的改变而改变。 
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Abstract: By adopting the idealized granular materials (DEM sphere), artificial materials (glass bead) and natural materials 

(Hostun sand), the grading effect on the stress-strain and the critical state behavior of granular materials is investigated through 

numerical and conventional drained triaxial tests. The results reveal that for the samples with the same initial loading conditions 

(e0 = 0.574, p'0 = 400 kPa), granular materials with a wider particle distribution display more contractive behavior and also 

strain hardening upon shearing. Furthermore it is found that the critical state line in the e-p' plane shifts downward as grading 

broadens with an increase of the coefficient of uniformity Cu, whereas the critical state line in the q-p' plane appears to be 

independent of the coefficient of uniformity Cu.  
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0  引    言 
颗粒材料在土木工程中有广泛的应用，如堆石坝、

碎石路基、铁路道砟等，大部分颗粒材料在外力的作

用下很容易产生颗粒破碎[1-3]，在工程实践中发现颗粒

破碎往往会进一步引发结构物的大变形严重的甚至导

致结构整体失稳[4-5]。通过研究发现，颗粒材料的破碎

导致颗粒级配的变化，进而会引起颗粒材料力学性质

的改变，例如：Coop[6]和 Verdugo 等[7]发现，加载过

程中颗粒破碎导致的颗粒级配的变化将引起的试样体

积收缩以及峰值强度的降低。此外 Biarez 等 [8]，

Daouadji 等[9]和 Hu 等[1]发现，随着颗粒破碎的增加，

不均匀系数 Cu逐步增大，相应的临界状态线（CSL）
在 e–p'平面上逐渐降低；尹振宇等[10]综合探讨了粒状

材料的颗粒破碎的本质是颗粒级配的变化，指出颗粒

破碎可以由反映颗粒级配变化的破碎因子来描述；采

用 PFC3D模拟颗粒级配对材料应力应变特性和临界状

态的影响，得到临界状态线的位置随着不均匀系数 Cu

的增大而下移。 
临界状态理论是目前工程设计计算时所采用的诸

多本构模型的基本理论依据，因此，研究级配效应对

临界状态的影响具有重要的科研和工程价值。 
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需要指出的是上述结论都是基于易破碎材料的研

究得到的，而颗粒破碎引起的级配变化是一个动态过

程，很难定量建立级配变化与临界状态的关系。因此

有必要采用坚硬的非破碎材料通过改变其初始级配并

保持在加载过程中级配不变来研究级配效应对临界状

态的影响，进而为破碎问题的研究提供依据与旁证。  
Wood 等[11]采用二维离散单元法（2D-DEM）证实

了在不考虑破碎材料的情况下，圆盘颗粒的临界状态

线在 e– p平面上的位置会随着试样的初始不均匀系

数 Cu 的增大而降低。Yan 等[12]采用三维离散单元法

（3D-DEM）也进一步证实这一结论。然而这些研究

采用的不均匀系数 Cu 都相对较小（Cu<2.6），另外其

提供的室内试验数据与 DEM 的关联性不够强。此外

按 照 美 国试 验标 准规 范 （ ASTM standards, D 
2487-83），土体材料按其直径大小的不同可分为砂砾

（gravel）、砂（sand）、粉土（silt）、黏土（clay），以

往的室内试验为了突出级配效应，多采用粉土和砂的

混合物来研究级配对临界状态的影响[13]，很明显粉土

和砂土的力学性能是迥然有别的，因此应当按照规范

采用一种材料进而突出级配效应。 
有鉴于此，笔者采用三维离散单元法，通过三轴

排水试验研究了理想颗粒材料级配对其力学性能的影

响。此外参照美国试验标准规范分类标准取直径范围

在 0.08～2 mm 的砂颗粒作为研究对象，选取两种在

试验过程中可认为没有破碎的坚硬颗粒材料（人工材

料玻璃球；天然材料 Hostun 砂），配置更广的级配分

布，通过室内常规三轴排水试验进一步研究，验证了

颗粒材料的级配对其力学性能的影响。 

1  试验方案 
试验采用颗粒级配的分布为 Cu=1.1～20，并控制

所有级配的 d50 一致，级配曲线如图 1 所示。这里需

要指出的是由于受到计算时间的限制，对于数值三轴

试验，试样的最大不均匀系数取到 5.0。 

 

图 1 颗粒级配曲线 

Fig. 1 Grain size distribution 

1.1  理想材料三轴试验 

对于 DEM 数值三轴试验，笔者应用 PFC3D，按

照图 1 所示的级配，通过随机生成不同直径大小的球

单元来模拟理想颗粒材料，采用墙单元模拟边界条件。

球单元之间以及球单元与墙单元之间的接触关系采用

简单线弹性接触模型，为了减少墙体刚度对颗粒集合

体刚度的影响，墙体刚度取球体刚度的 0.1 倍。具体

的模型参数如表 1 所示。 
表 1 DEM 参数 

Table 1 Properties of DEM specimens 

参数 
密度

/(kg·m-3) 

法向接触刚

度/(N·m-1) 

切向接触刚

度/(N·m-1) 

摩擦 

系数 

球 2630 1.5×108 1.5×108 0.5 

墙体 0.0 1.5×107 1.5×107 0.0 

首先试样按照指定的孔隙率，采用直径膨胀法初

步生成，然后通过自动伺服机制施加指定的三维等向

固结应力（100，200，400 kPa）进行等向固结直至平

衡。在试样生成以后，保持水平方向应力不变的情况

下通过控制上下两面墙单元的竖向移动速率来模拟排

水剪切试验，数值实验中没有考虑水的影响。 
1.2  人工及天然材料三轴试验 

对于室内常规三轴试验，采用的试验材料是人工

材料玻璃球和天然材料 Hostun 砂。这两种材料的抗压

强度较高，试验后量测的破碎系数 Br
[1]近乎为 0。因

此在给定的加载条件下可以认为没有产生颗粒破碎，

进而表明加载过程中试样的级配不发生改变。 
需要指出的是，对于人工材料玻璃球，由于是采

用标准化生产，因此其颗粒的形状几乎一致。然而对

于 Hostun 砂，由于其是天然材料（由天然的 Hostun
岩块破碎产生），颗粒形状并不能保持完全一致，尤其

是不同粒径下的颗粒形状[14]。颗粒的形状对于材料的

力学性质影响很大，研究发现：随着颗粒材料的形状

不规则程度的增加，最大孔隙率 emax和最小孔隙率 emin

会增大[8]；试样的刚度会减小[15]；临界状态摩擦角 φcs

会增大[15]。甚至有研究表明，颗粒的形状会影响临界

状态线在 e–p'平面上的位置[8，16]。因此，为了突出研

究颗粒级配对颗粒材料临界状态的影响，试验所用的

材料必须排除颗粒形状因素的影响。 
基于法国南特中央理工大学的扫描电镜（scanning 

electron microscope）获取了不同粒径下 Hostun 砂的形

状参数 [17]，并通过统计对比分析了其相似性。 值

的定义如下： 

M m/L L    ，             (1) 
式中，LM，Lm分别是单颗粒最小外切矩形的长边和短

边，如图 2（c）所示。颗粒的图像分析过程主要分为
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以下两个步骤：图像处理（获取每个颗粒的 值）和

数学统计（分析  值的分布）。 
图像处理分为以下两个步骤（如图 2 所示）：①通

过扫描电镜获取颗粒图片；②利用开源软件 ImagJ 二
值化处理图片并自动获取颗粒最小外切矩型的长边值

和短边值。 

图 2 颗粒图像处理 

Fig. 2 Process of digital image processing 

图 3 展示了在 0.08～2 mm 范围内 Hostun 砂  值

的数学统计结果（共 860 颗）。从统计图中可以看出
值基本上位于 1.0～1.4 之间，相应的累积频数超过了

80 %。基于以上分析结果，可以认为在采用此直径范 
围内的 Hostun 砂的形状是相似的，能够满足试验要

求。 

 
图 3 颗粒形状参数统计直方图 

Fig. 3 Histogram of particle analysis 

为了减少加载过程中的局部化应变，采用湿砂分

层法[18]制作松散的试样，试样的直径为 100 mm，高

200 mm。室内三轴排水试验通过控制应变速率进行加

载，对同一级配的试样分别做 3 组不同围压（100，200，
400 kPa）下的剪切试验。 

2  试验结果及分析 
按照从理想材料到天然材料的框架，完整分析了

颗粒级配对颗粒材料应力应变特性的影响。通过数值

试验研究了相同加载初始条件下（相同初始孔隙率和

围压）的颗粒材料应力应变响应，并通过室内试验进

行推广验证。 
2.1  颗粒材料级配对应力应变关系的影响 

采用离散单元法可以避开常规室内试验量测的缺

陷，能够精确的控制所需试样的初始条件，包括初始

孔隙率和围压。利用 DEM 的这一优点，配置相同初

始孔隙率和围压的不同级配的试样，对颗粒材料级配

对应力应变关系的影响进行研究。 
图 4 展示了不同级配下颗粒材料的应力应变响

应。由图可见，在相对较高的应变水平下（轴向应变

高于 25 %），所有的试样都到达了所谓的临界状态。 
图 4（a）给出了轴向应变与偏应力的关系，从图

中可以看出，在相同的初始加载条件下（e0=0.574，
p0'=400 kPa）所有的试样的临界状态偏应力均相同而

与级配无关，然而偏应力的峰值表现出级配相关性：

不均匀系数 Cu 小的试样（Cu=1.4），其最大剪切强度

值较大，而对于不均匀系数 Cu较大的试样（Cu=5.0），
剪切强度值较小（为残余强度也即临界强度）。随着不

均匀系数 Cu的增大，偏应力峰值随着降低，材料由应

变软化转变为应变硬化的特性。 
图 4（b）展示出，3 种级配试样在剪切到较大应

变水平（20%）后，其体积应变保持不变，轴向应变

一直在发展；随着不均匀系数 Cu 的增大，试样在

v 1  平面上表现出从剪胀到剪缩转化的规律。 
图 4（c）显示，尽管初始孔隙率相同，不同级配

的试样到达临界状态时的最终孔隙率不同，然而临界

状态下的平均有效应力相近。 
从图 4（d）可见，随着试样不均匀系数 Cu 的增

大，其峰值应力比逐渐下降，意味着峰值摩擦角在减

小。在达到临界状态时，不同级配的颗粒材料的应力

比是相同的，也即临界状态摩擦角不随级配的改变而

改变。 
2.2  基于级配效应的极限状态线研究 

图 5 分别展示了，3 种颗粒材料在 q– p平面（图

5（a）、5（b）、5（c））和 e– p平面（图 5（d）、5
（e）、5（f））上不同级配的试样在不同围压下达到的

临界状态点（每一个点代表一个三轴试验结果），如图

中虚线所示。 
在 q– p平面上的临界状态线采用线性方程拟

合，DEM、玻璃球试验和 Hostun 砂试验的直线斜率

分别是 0.79，0.8 和 1.1。e– p平面上的临界状态线 
按照 Li 等[19]建议的如下公式拟合： 

c ref
at

pe e
p




 
  
 

    。          (2) 

式中，ec是平均有效应力 p对应的临界状态孔隙率，

eref是参照孔隙率，确定了临界状态线的高低， 确定

了临界状态线的斜率（ξ是材料参数通常取为 0.9[12]，

pat是大气压力，取为 101.3 kPa）。 
由图 5（a）～5（c）可以看出，在 q– p平面上，

同一种材质不同级配材料的临界状态点都落在同一临
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界状态线上，临界状态线并不随着材料不均匀系数 Cu

的改变而改变，也即材料的临界应力比相同。由此可

知材料的临界状态摩擦角并不随级配的改变而变化。 
由图 5（d）～5（f）可以看出与临界状态应力比

不同，在 e– p平面上，对于相同材质级配相同的材

料，临界状态线是唯一的，均可用式（2）描述；而对

于相同材质而不均匀系数 Cu不同的材料，随着颗粒材

料不均匀系数 Cu的逐渐增大，临界状态线逐渐下移。

 
图 4 数值模拟颗粒级配对应力应变响应的影响 

Fig. 4 Numerical simulation of GSD effect on stress-strain responses 

   
图 5 3 种材料的临界应力状态线 

Fig. 5 Critical state lines of three materials 
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图 6 临界状态系数随不均匀系数变化规律 

Fig. 6 Relationship between critical state parameters and coefficient of uniformity 

由式（2）可知，对于给定的材料，当 pat和 ξ给
定时，临界状态线可以通过两个参数确定（eref和 λ），
拟合参数如表 2 所示。 

图 6按照指数形式的方程拟合了参照孔隙率（eref）

以及斜率 和不均匀系数 Cu的关系。由图可知随着不

均匀系数 Cu的逐步增大，参照孔隙率 eref和斜率  逐

渐下降。对于玻璃球和 Hostun 砂，在 Cu高于 10 以后，

参照孔隙率 eref以及斜率 逐渐趋于平缓。 
表 2 3 种颗粒材料的临界状态线系数 

Table 2 Critical state parameters of three granular materials 

DEM 玻璃球 Hostun 砂 
Cu 

eref λ eref λ eref λ 
1.1 0.840 7.4×10-3 0.685 6.7×10-2 0.750 1.0×10-2 

1.4 0.740 7.3×10-3 0.650 6.0×10-3 0.740 9.8×10-3 

2.5 0.635 7.2×10-3 0.590 5.8×10-3 0.725 9.5×10-3 

5.0 0.575 7.0×10-3 0.477 5.0×10-3 0.700 8.5×10-3 

10   0.410 4.0×10-3 0.630 5.5×10-3 

20   0.320 3.8×10-3 0.610 4.4×10-3 

3  结    论 
分别采用理想材料、人工材料、天然材料，通过

数值和室内三轴排水试验，研究了颗粒级配对颗粒材

料应力应变特性和临界状态力学特性的影响，得到了

以下结论： 
（1）颗粒级配对临界状态线在 e–p'平面上的位

置影响明显，随着不均匀系数 Cu的增大，临界状态线

在 e–p'平面上逐步降低。 
（2）在排水条件下颗粒级配并不影响临界状态

线在 q–p'平面上的位置，也即临界状态应力与级配无

关，颗粒级配并不影响临界状态摩擦角。 
（3）在相同加载初始条件下，颗粒级配对材料应

力应变关系的影响显著，随着不均匀系数 Cu的增大，

在 q–ε1平面上试样由应变软化转变为应变硬化。 
（4）在相同加载初始条件下，在 εv–ε1平面上随

不均匀系数的增大，试样由剪胀特性转变为剪缩特性。 
（5）临界状态参数参照孔隙率 eref以及斜率 λ和

不均匀系数 Cu存在幂函数变化规律。 
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