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散粒介质三维应力–组构解析与破坏分析 
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摘  要：基于散粒体宏–微观力学分析，首先提出了 3 类张量的概念，推导了散粒体三维应力–组构关系，接着给出

了二维和轴对称条件下的应力–组构解析表达式，并采用双轴和三轴离散元（DEM）模拟结果对解析解进行了验证分

析。最后基于应力–组构解析，采用“真应力”的概念分析了散粒体的强度问题。研究结果表明：散粒体中的应力分

布受 3 类张量的共同影响，双轴与三轴的离散元模拟与解析关系较吻合。在略去了高阶项后，二维应力–组构关系式

与 Rothenburg 等提出的表达式一致。进一步的分析表明：散粒材料强度受控于“真应力”，表观活动摩擦角的变化实

质是颗粒摩擦和各向异性组构共同作用的结果。研究成果可以用于分析散粒体各向异性强度特征和本构关系。 
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Analytical solution of stress-fabric relationship and failure of granular             
materials in three dimensions 
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Abstract: Based on the macro-micro mechanical analysis, three kinds of tensors are proposed to investigate the stress-fabric 

relationship. An explicit relationship is derived among applied stress tensor, material fabric tensor and force-fabric tensor in 

three dimensions. The expressions are also obtained in two dimensions and triaxial stress condition, which are verified by DEM 

simulation of biaxial and triaxial tests. A concept of “true stress” is adopted to investigate the failure of granular materials. The 

analytical and numerical results indicate that the stress in granular materials is affected by the three kinds of tensors motioned 

above. The analytical solution of stress-fabric is coincided with the DEM results and has the same form as that proposed by 

Rothenburg when the higher order terms are omitted. The strength of granular materials is controlled by the “true stress”, and 

the apparent mobilized frictional angle is the joint action of friction of particles and anisotropic fabric induced by the applied 

stress. The proposed stress-fabric relationship is potentially useful for further development of the strength theory and 

stress-stain behavior for granular materials. 
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0  引    言 
散粒体是一个离散颗粒的集合体，在外荷载作用

下散粒体内部形成如图 1 所示的力链，力通过颗粒之

间的接触传递，从而在散体内部形成非均匀非连续的

应力。 力的分布模式或者力组构关系对散体的变形与

强度起着重要作用。对于不同材料组构的散粒体，其

力链模式差别很大，如图 1 中：两种不同材料组构的

散粒体，即使是在相同的外荷载下其力链模式完全不

同。因此，在分析散粒体的力学性质中，力组构和材

料组构之间的关系研究是一个重要课题。这种关系的

研究有助于发展新的强度准则和本构模型。 
散粒体微细观组构的概念最早由早 Brewer[1]提

出，常用来描述颗粒的接触排列方向、孔隙尺寸和方

向等[2-3]。20 世纪 70 年代日本学者 Oda 等[4-6]对散粒

材料特别是砂土进行了一系列的试验和理论研究。他

认为砂土的细观组构要素可归纳为：土颗粒本身的性

质、与土孔隙特征有关的性质，以及土颗粒之间的几
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何学关系等。二阶对称组构张量是最常用的一种描述

散粒体组构各向异性的方法[7-10]，沈珠江[11]认为可以

用两个组构张量即接触张量和定向张量来描述散粒体

的组构特征，此外平均孔隙率，孔隙分布的标准差等

也是重要的指标。也有学者用高阶张量来研究散粒体

的组构特征，其在某些条件下更精确[12-13]。从数学上

讲， 上述问题的实质是对表征一些物理意义的具有方

向性质数据的数学描述，Kanatani[14]分析了组构张量

的数学问题，Li 等[15]对这个问题进行了进一步的扩

展。 

图 1 相同外荷载下不同组构散粒体的力链 

Fig. 1 Force chain of different packing stuructures under same  

..loading 

散粒体应力–组构关系的研究对于建立各向异性

强度准则和本构关系有着重要意义，一般可以根据将

现有的强度准则和本构关系通过引入组构张量推广到

各向异性情况[16-20]。从微观力学上分析，所谓岩土材

料的各向异性、非共轴性等力学特征其本质是材料初

始各向异性和应力诱发各向异性发展变化的结果，而

这种变化可以从应力–组构关系方面研究其隐含的微

观力学机理，从而建立相应的微观力学强度准则与本

构模型[21]。 
但在散粒体微观应力–组构研究中一个突出困难

是试验问题，尤其是实际的散体材料如砂土颗粒等非

光弹体，其接触力链测量非常困难甚至是不可能的，

故相当一部分学者采用离散单元法（DEM）对外荷载

作用下散粒体组构的发展变化进行研究[22-27]，并基于

DEM 的模拟结果对提出的应力–组构关系进行验证。 
但在他们的工作中，关于材料组构与力组构之间

关系的研究却较少，特别是在三维空间应力条件下的

应力–组构关系问题，只有 Rothenberg 等[22]研究了理

想散粒体中的应力–组构关系。此外，对于散粒体破

坏问题的微观力学意义尚不十分清楚，破坏过程中应

力–组构发展如何尚无统一定论。基于此，本文通过

散粒介质的微细观力学分析方法，对三维应力空间的

应力–组构关系进行数学解析，采用离散元对解析结

果进行了验证，并进一步探讨了散粒体渐进破坏的微

观力学意义。 

1  散粒体三维应力–组构关系解析 
1.1  三类张量 

为了建立散粒体三维应力–组构关系，首先定义

3 类张量，即接触密度张量、材料组构张量和力组构

张量。 

图 2全局和局部坐标系统 

Fig. 2 Global and local coordinate system  
（1）接触密度张量 
散粒体的结构描述通常由颗粒的接触分布法向来

描述，接触密度函数为描述接触分布的函数。选择合

理接触分布函数是定量描述散粒体细观结构变化及其

宏观响应的关键问题。最常用的接触密度函数形式为

球坐标系下的傅里叶三角级数。为此，建立球坐标系

如图 2 所示，其中颗粒接触处的局部坐标系由正交的

单位矢量 n，s，t组成，其中： 
cos sin cos sin sin  
sin cos cos sin cos  

sin cos  

i j k
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j k

    
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   (1) 

接触密度函数采用Chang等[28]提出的二阶傅里叶

级数形式： 

  21( , ) 1 3cos 2 1 +3bsin cos 2
4π 4

a
          
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显然有 
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( , )sin d d 1          。       (3) 

方程（2）可写成笛卡尔坐标系下的张量形式，即 
1( )

4π ij i jD n n n   ，            (4) 

式中， ijD 即为接触密度张量， 
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式中，a，b 为定义接触法向各向异性分布的参数。 
（2）材料组构张量 
除了接触密度张量，有的学者提出用组构张量

（fabric tensor）来表征散粒材料的空间排列结构，常

用的组构张量定义为[7] 
1

ij i j
c

F n n
N

    ，            (6) 

式中，N 是接触数，求和符号
c
代表对所有接触进行

统计。式（6）可采用接触密度函数写成积分形式如下： 
2π π

0 0
( , ) sin d dij i jF n n          。 (7) 

将式（2）中的接触密度函数带入式（7），即得到

组构张量的表达式：    
5 2 0 0

1= 0 5 6 0
15

0 0 5 6
ij

a
F a b

a b

 
       
   

。(8) 

（3）力组构张量 
散粒体中颗粒接触力分布模式可以用力组构（或

者力链）来描述。粒间接触力在颗粒触点处有 3 个方

向（n，s，t）的分量，其中，n方向为法向接触力 nf ，

s和 t方向为切向接触力 s tf f， 。 基于离散元模拟结

果，法向接触力和切向接触力可以表示为[22] 

n jk k jf f A n n   ，            (9) 

s s

t t

 
 

jk k j

jk k j

f a f A n s
f a f A n t

 
 

，

，
            (10) 

其中， f 为平均法向力 
2π π

n0 0

1 sin d d
4π

f f       。    (11) 

式（9）、（10）中的 jkA 即为力组构张量， 

n

n
n

n
n
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0 1 3 0
2
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2
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a b
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 
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 ， (12) 

定义 jkA 中的参数 an，bn 以及式（10）中的参数 as，

at 描述了散粒体中接触力的分布形式。 
1.2  三维应力–组构关系解析 

将力组构张量（12）带入式（9）和式（10），则

得 

  2n
n n( , ) 1 3cos 2 1 +3 sin cos2

4
af f b         

，

(13) 

s s( , ) sin 2f fa     ，             (14) 

t t( , ) sin sin 2f fa      。         (15) 

颗粒集合体代表体积 V（REV）的平均应力可从

颗粒接触力计算[29-30]，即 
1

ij i j
c

l f
V

     ，           (16) 

式中， il 是枝矢量，定义为连接颗粒中心的矢量， if
是颗粒接触力，将接触密度函数带入上式则式（16）
的积分形式如下： 

0

2π π

v 0 n s t0 0

( ) ( ) ( )d

     = [ ( , ) ( , ) ( , ) ]

ij v j i
V

i j i j i j
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 

     



 



 

n n n n

( , )sin d d        ，          (17) 

式中， vm 为体积 V 内的总接触数， 0l 为平均枝矢量

长度。 
将接触力表达式（13）～（15）带入式（17），可

得散粒体应力张量表达式为 
ij pq mn ijpqmnA D T    ，           (18) 

式中， 
2π π

v 0 s t0 0
[ ]ijpqmn p q i j p q i j p q i jT m l f n n n n a n s s n a n t t n     

sin d dm nn n    。 

积分式（18）求得应力分量分别为 

11 v 0 0 n s n
2 2 4 11(

15 15 15 105
m f l a a a aa       

s n
4 12 1)

105 35 3
aa bb    ，            (19) 

v 0 0
22 n s t n

n s t n n

2 2 4 1 4 4(
2 15 15 15 3 5 5

2 4 1 8 8        
21 105 15 35 35

m f l a a a a b b

aa aa aa ab a b

        

    
 

s n
8 72 2)
35 35 3

a b bb    ，           (20) 

v 0 0
33 n s t n

n s t n n

2 2 4 1 4 4(
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2 4 1 8 8       
21 105 15 35 35

m f l a a a a b b
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        

    
 

s n
8 72 2)
35 35 3

a b bb    。                (21) 

进而可以求得两个应力不变量 p，q 如下：  

11 22 33 v 0 0 n n
1 1 14 84( ) 1
3 3 105 35

p m l f aa bb          
 

， 

(22) 

 
1

2 2 2 2
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2
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1 ( ) ( ) ( )
2

1 1 2 2 2 24  =
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q
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          
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1
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。

(23) 
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式（22）和（23）相除，即得散粒体三维应力条

件下的应力–组构关系（表达式较复杂，这里省略），

若忽略高阶项，则可得近似的三维应力–组构关系式： 
1

2 2 2

n s t n

n n

1 1 2 1 2 23
5 5 5 6 5 5

1 14 841
3 105 35

a a a a b b
q
p aa bb


                

   
 

。(24) 

2  二维和轴对称应力–组构解析 
2.1  轴对称应力–组构关系 

三轴应力状态（轴对称）是试验室最常见的应力

状态，对于初始各向同性的材料在三轴应力条件下将

诱发横观各向同性的材料组构，接触密度张量、组构

张量和力张量分别蜕化为 
1 0 0

0 1 / 2 0
0 0 1 / 2

ij

a
D a

a

 
       
  

  ，    (25) 

n

n
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a
A a

a

 
       
  

  ，  (26) 

5 2 0 0
1= 0 5 0

15
0 0 5

ij

a
F a

a

 
      
  

  。    (27) 

接触密度函数和接触力分别为 

 1( , ) 1 3cos 2 1
4π 4

a
        

  ，  (28) 

 n
n ( , ) 1 3cos 2 1

4
af f       

  ，  (29) 

t t( , ) sin 2f f a     。             (30) 

 
式（17）变为 

2π π

v 0 n t0 0
[ ( , ) ( , ) ]ij i j i jm l f n n f s n        

( , )sin d d         。                 (31) 
轴对称条件下各应力分量计算结果为 

a v 0 0 n t n t
2 2 4 11 4 1( )

15 15 15 105 105 3
m l f a a a aa aa       ，

        (32) 

r v 0 0 n t n t
1 2 2 4 2 4 2( )
2 15 15 15 21 105 3

m l f a a a aa aa        。

        (33) 
因此，应力–组构关系如下， 

n t n t
a r

a r
n

1 1 2 1 6( )
5 5 5 105 105

212 (1 )
105

a a a aa aa

aa

 
 

   


 
。(34) 

若略去高阶项，式（34）简化为 
a r

n t
a r

1 1 2( )
2 5 5 5

a a a 
 


  


  。     (35) 

2.2  二维应力–组构关系 

对更简单的二维条件，接触密度张量、组构张量

和力张量分别为 
1 0

0 1ij

a
D

a
 

       
  ，       (36) 

n

n

1 0
0 1ij

a
A

a
 

       
  ，       (37) 

2 01
0 22ij

a
F

a
 

       
  。     (38) 

接触密度函数和接触力分别为 

 1( ) 1 cos 2
2π

a      ，      (39) 

  n( ) 1 cos2f f a     ，       (40) 

t t( ) sin 2f f a     。          (41) 

式（17）蜕化为 
2π

v 0 n t0
[ ( ) ( ) ] ( )dij i j i jm l f n n f t n        ， (42) 

二维条件下各应力分量计算结果为， 

 v 0 n
t f

11
2 2 2x

m l f aa a a a       
 

  ，  (43) 

 v 0 n
t f

11
2 2 2y

m l f aa a a a       
 

 。   (44) 

进而求得应力–组构关系为 

n t

n

1 ( )
2

11
2

x y

x y

a a a

aa

 
 

 


 
  ，        (45) 

若略去高阶项，式（45）变为 

n t
1 ( )
2

x y

x y

a a a
 
 


  


  。       (46) 

值得注意的是，略去高阶项后的二维应力–组构

关系式与 Rothenberg[22]所得式子完全一致。 

3  与离散元模拟结果的比较分析 
3.1  二维模拟结果与解析解比较 

为了验证提出的二维应力–组构关系，采用离散

元进行了一系列数值模拟。数值模拟采用密实和松散

两种密实度的 DEM 试样，密实试样圆盘颗粒数 4610
个，松散试样圆盘颗粒数 3797 个。两种试样的颗粒分

布均为直径 0.075～0.1 m 的均匀分布。  
离散元颗粒在随机生成器中生成，采用接触刚度

模型，颗粒密度 2630 kg/m3，法向与切向接触刚度均
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取 100 MN/m，颗粒摩擦系数取 0.5 。二维松散试样

和密实试样的孔隙分别为 0.3 和 0.17。 
松散试样生成起始即赋颗粒摩擦系数为 0.5，然后

各向同性固结至围压 1.0 MPa。密实试样先设置摩擦

系数为 0.0，等向固结至 1.0 MPa 后，改变颗粒摩擦系

数为 0.5 再计算平衡。生成后的松散和密实试样（局

部）如图 3 所示。 
数值试样固结完成后即对试样进行单向加载试

验，通过数值伺服系统让顶部和底部墙体作相对运动

来施加荷载，并同时调整两侧墙体的位移，以保持围

压的稳定。 
图 4 是离散元模拟结果与解析结果式（46）的计

算结果比较图，从图中可以看出，二维的应力–组构

关系式与离散元模拟结果很接近。 

 

图 3 二维离散元数值试样结构（局部区域 ） 

Fig. 3 Biaxial compression numerical sample (Local area) 

 

图 4 双轴离散元模拟结果与解析解比较 

Fig. 4 Comparison of stress-strain curves from discrete element  

.and analytical solution for biaxial test 

3.2  轴对称模拟结果与解析解比较 

轴对称离散元模拟程序与双轴模拟一样，首先在

圆柱体随机生成器中生成三轴试样，总计 12201 个球

形颗粒。球颗粒粒径为 0.075～0.1 m 均匀分布。颗粒

密度为 2630 kg/m3，法向与切向接触刚度均取 100 
MN/m，颗粒摩擦系数 0.5，固结围压 1.0 MPa。生成

试样如图 5 所示。 
图 6 是离散元模拟结果与解析结果式（35）的计

算结果比较图，从图 6 中可以看出，提出轴对称的应

力–组构关系式与离散元模拟结果很接近。 

图 5 三轴离散元数值试样 

Fig. 5 Triaxial compression numerical sample  

 

图 6 三轴离散元模拟结果与解析解比较 

Fig. 6 Comparison of stress-strain curves from discrete element  

.and analytical solution for triaxial tests 

4  散粒体强度与破坏分析 
4.1  “真应力”的概念与材料破坏 

上述应力–组构解析结果式（24）、（35）、（46）
以及离散元模拟结果表明，外荷载作用下散粒体强度

由两部分来承担：一是散粒体颗粒间的摩擦，另外一

部分即散粒体各向异性结构。其中第一部分是“真应

力”，其控制着材料的强度与变形。“真应力”概念很

早在脆性材料的损伤分析中就提出[31]，但在散体材料

强度分析中却很少有应用。这里，提出一个真应力与

施加应力之间的关系如下： 
3ij ik kjF     ，            (47) 

式中， jkF 即为式（8）定义的材料组构张量。 
对于摩擦散粒体，活动摩擦角 m 和 m  由下式定

义： 1 m 1 m

3 m 3 m

1+sin 1+sin
1 sin 1 sin

   
   

 
 

  
， 。其中， m 由施

加的应力定义，而 m  由真应力定义，前者在整理三轴

试验指标时经常用到。 
散粒材料的破坏由 m  控制，因此当活动摩擦角

m  超过颗粒摩擦角 ，材料破坏。由式（47）可得

材料组构比与应力比之间的关系： 
11 m 1 1

33 m 3 3

1 sin
1 sin

F k
F

  
  


 


 。    (48) 
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从微观角度分析，破坏时活动摩擦角 m  即等于颗

粒摩擦角。  
4.2  一个简单应用 

文献[32]即采用上述组构应力关系式（48）建立

了考虑应力诱发各向异性的强度准则，虽然文中没有

提出“真应力”的概念，但其思想是一致的。破坏时

组构比与破坏应力比的关系如下： 

11 1

33 3 f

1 sin
1 sin

F
F

 
 




  
    

  。       (49) 

对于给定的散体材料其颗粒摩擦角为常数，式

（48）表明，散粒体破坏时组构比与应力比为线性关

系，不同应力诱发各向异性的组构比其破坏应力比不

同。对于常规三轴试验，三轴压缩和三轴伸长试验应

力状态不同诱发了不同的各向异性组构。设三轴压缩

试验过程应力比与组构比的关系也为线性关系且线性

常数为 ck ，三轴伸长试验的线性常数为 ek ，对于

Bishop 参数为 b 为常数的空间应力路径，其线性常数

假设为  

f c e(1 )n nk k b k b     。        (50) 

材料初始各向同性，材料组构比等于 1，随着荷

载的施加，三维应力条件下应力–组构关系如下 

11
f

22

1 1x

y

F k
F




 
    

 
  ，       (51) 

 11
f

33

1 1x

z

F k
F



 

   
 

  ，       (52) 

11 22 33 1F F F     。          (53) 

显然，对于轴对称的三轴伸长和三轴压缩应力状

态 y z  ， 22 33/ 1F F  。 
对于图 1 中坐标系的某颗粒接触处的法向接触力

和切向接触力可以采用静力假定计算[32]， 
c 1 c
j ij ik kf A n    ，           (54) 

式中， c
jf 为接触 c 处的 3 个接触力分量， c

kn 为接触单

位法向量。 
对式（54）应用库仑摩擦定律，并联立式（50）～

（53）即得到基于微观力学组构–应力分析的诱发各

向异性强度破坏准则。 
以Lade等[33]对两种密实状态的Monterey Sand进

行的真三轴试验结果为例，对提出的强度准则进行验

证。松密两种试样的初始孔隙比分别为 e0=0.57 和

e0=0.80，试验过程中保持围压不变（58.8 kPa），调整

大主应力和中主应力在不同的 b 值下加载直至破坏，

试验仅在 0°～60°范围内进行。  
 平面上的试验和预测结果如图 7（a）所示，图

7（b）是摩擦角的试验和预测结果，其中密砂三轴压

缩摩擦角 c  48.5°，松砂 c  38.6°。图 7（a）中

虚线是预测结果，实线是莫尔–库仑准则的预测结果。 

 

图 7 Monterey 砂试验结果  

Fig. 7 Results of Monterey sand  

模型参数可直接从室内三轴压缩和伸长试验点获

取，和 n 对松砂和密砂均取  28°，n=0.8。 面

上破坏轨迹和不同 b 值摩擦角的模拟结果均与试验较

吻合，模型的详细分析可参见文献[32]。 
4.3  进一步讨论 

将上面双轴试验 DEM 模拟过程中任意应变对应

的应力比和组构比绘制在应力比–组构比坐标系中，

如图 8 所示，曲线上任意一点代表此应变水平散粒体

的应力比值和组构比值。连接曲线上任意点与坐标原

点的直线斜率即为式（48）中的此应力状态下的“真

应力”比。 
从图 8 可以看出，对于密实试样，在峰值应力点 

 

图 8 双轴试验中的应力比与材料比变化曲线  

Fig. 8 Stress ratio versus material-fabric ratio in biaxial tests 
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应力比 / 2.5    ，即峰值活动摩擦角约为 26°。连

接原点和峰值点的直线斜率为 1k  1.9（真应力比为

1.9，相应的活动摩擦角 20°）。这表明，对于峰值摩

擦强度 m =26°，其中 20°源于颗粒的摩擦，6°源

于应力诱发的各向异性组构。 

图 9 双轴试验各向异性参数演化曲线  

Fig. 9 Evolution of fabric parameters in biaxial tests 

在残余应力状态，施加的应力比为 1.95（21°）。

真应力比为 1.4（10°），从图中可以看出，当应力比

从峰值减小到残余应力状态时，材料的组构比并未降

低，甚至有少许增加。换句话说，基于组构各向异性

承担的强度没有减少，而基于材料摩擦承担的强度从

20°减小到了 10°。这种减少的原因是由于密实试样

剪胀产生的颗粒咬合摩擦的降低，总的摩擦角从峰值

的 26°减少到残余状态的 20°。这点也可以从图 9
中的各向异性组构参数 a， na ， ta 的发展曲线看出来，

峰值强度后反映材料组构各向异性的参数 a 并未减

少，而反映法向力和切向力各向异性的组构参数 na 和

ta 逐渐降低。 
对三轴离散元模拟结果的数据分析也可以得出类

似结论。对于图 8 中的松砂，随着应变的发展，其组

构比与应力比一直呈增加趋势。  
需要指出的是，对于峰值之后各向异性组构变化

尚需要更多的离散元模拟来验证上述结论，关于应力

诱发各向异性的强度问题还需进一步试验和理论研

究。 
另外，从图 8 中还可以看出，在双轴压缩应力条

件下，对初始各向同性的散粒体（初始组构比=1.0），
在达到峰值应力之前，其应力比与组构比的发展曲线

近似呈线性关系，这也说明式（50）～（52）的假设

是合理的。 

5  结    论 
通过散粒体宏–微观力学分析，推导了散粒体三

维应力–组构关系，采用双轴和三轴离散元（DEM）

模拟结果对二维和轴对称应力条件下的解析结果进行

了验证分析，并采用“真应力”的概念分析了散粒体

的强度问题，研究初步得出以下 4 点结论。 
（1）散粒体中的应力–组构关系受 3 类张量的共

同影响，即接触密度张量、材料组构张量和力组构张

量。 
（2）离散模拟结果表明，本文提出的散粒体三维

应力–组构解析表达式是正确的，在略去了高阶项后，

二维应力–组构关系式与Rothenburg等提出的表达式

一致。 
（3）散粒体中的“真应力”控制了其强度，在单

调加载条件下，材料达到峰值应力之前，其组构比和

应力比可近似看成线性关系。 
（4）散粒材料的总强度主要来源于两部分：颗粒

摩擦（滑动和咬合摩擦）以及应力诱发的各向异性组

构，表观活动摩擦角的变化实质是二者共同作用的结

果。 
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