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基于分形理论的堆石料颗粒破碎极限和概率研究 
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摘  要：为了研究具有分形级配的堆石料颗粒破碎规律与初始分形维数和围压的关系，采用粗粒土大型三轴试验仪，

针对不同初始级配的缩尺堆石料，展开不同围压下的颗粒破碎试验，通过计算颗粒破碎前后分形维数的变化，建立围

压与颗粒分形维数 D的关系式，对现有的颗粒破碎度指标 Br的上限值进行修正，利用分形颗粒集合体的概念对颗粒破

碎概率进行计算。研究结果表明，堆石料的初始分形维数 D0影响其应力应变特征；堆石料颗粒破碎存在极限值，分形

维数和破碎度指标与破碎前后分形维数和围压相关；颗粒集合体可以用来计算分形级配堆石料分形维数变化规律，颗

粒集合体中颗粒破碎概率与粒径无关，不同粒径颗粒具有相同的破碎概率，随着围压增加破碎概率增加，且存在上下

限值，破碎概率与初始分形维数 D0相关。 
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Ultimate state and probability of particle breakage for rockfill                      
materials based on fractal theory 
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Abstract: In order to study the particle breakage rules of rockfill with fractal gradation, a large-scale triaxial test equipment for 

coarse soil is used to carry out particle breakage experiments under different confining pressures for scaled rockfill materials 

with different initial gradations. By calculating the change of fractal dimension before and after particle breakage, the effects of 

stress on the fractal dimension are studied, and the existing particle breakage index Br is modified. The probability of particle 

breakage is calculated by using the concept of fractal particle aggregation. The results show that the initial fractal dimensions 

affect the stress and strain characteristics of the rockfill materials. The fractal dimension and the index of breakage degree are 

related to the fractal dimension and confining pressure before and after breakage. The particle aggregation can be used to 

explain the increase of the fractal dimension in fractal gradation. The probability of particle breakage of particle aggregation is 

independent of the particle size, and the probability of particle breakage increases with the increase of the confining pressure. 

The probability of particle breakage has upper and lower limits, and the crushing probability is related to the initial fractal 

dimension D0. 
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0  引    言 
堆石料作为典型的粗粒料广泛应用于土石坝工程

中，目前土石坝工程中堆石料最大粒径可达 1000 mm，

相对于砂土、黏土物质，堆石料的应力应变特征与粗

颗粒材料的颗粒破碎程度密切相关。国内外针对粗颗

粒破碎的研究从粗颗粒料试验的影响因素出发，通过

试验分析粗颗粒的颗粒组成[1]、应力条件[2]、级配曲

线[3-4]、岩性[5]等对粗颗粒材料颗粒破碎的影响。众多

研究表明，颗粒受压破坏前的级配分布情况对粗颗粒

的破碎起到控制性作用，分形理论由 Mandelbrot 等[6]

提出以来迅速应用于粗粒土研究领域，目前国内外大

量土石坝工程中所使用的堆石料级配符合分形分布，
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分形维数 D与级配曲线形式相关，根据朱晟等[7]、吴

莹等[8]的统计，国内外土石坝填筑所用堆石料分形维

数 D大多处于 2.5～2.7。大量的研究表明，对于连续

级配粗粒土，D值影响到堆石料干密度[7]、孔隙比[9]、

应力应变特征[2]，对颗粒破碎起控制性作用，且堆石

料颗粒破碎存在上限值，如刘汉龙等[10]采用 Hardin[11]

提出的破碎率 Br 计算方法，通过粗粒土三轴试验提出

了破碎率随应力变化的双曲线方程；刘萌成等[12]采用

Einav[13]提出的破碎率定义了峰值破碎指标；高玉峰

等[14]依据大型三轴试验的结果提出破碎率与围压呈

线性增加关系；张科芬等[15]采用颗粒流数值模拟的方

法，研究了颗粒破碎过程中分形维数增长极限问题；

孙逸飞等[16]采用 Einav 破碎度指标[13]提出了破碎度指

标与剪应变之间呈双曲线关系；丁建源等[17]提出对数

回归几率模型来计算破碎度的增长规律。以上研究表

明堆石料破碎度上限值与应力条件相关，但 Hardin[11]

和 Einav [13]提出的破碎度指标上限值与应力条件无

关，与试验不符。由于破碎度指标计算与级配曲线相

关，具有级配分形维数的堆石料，其破碎度指标与分

形维数密切相关，但破碎度指标上限值与分形维数之

间的关系并不明确；并且破碎度的研究针对堆石料整

体，对于具体颗粒的破碎规律没有进行分析，针对具

有级配分形结构的堆石料破碎率指标还需要进一步的

研究。 

粗颗粒材料应力加载的过程中，初始级配向破碎

后级配演化的过程伴随着颗粒破碎，因此针对粗颗粒

材料的破碎问题可以建立应力—级配方程—颗粒破碎

的研究路线。本文针对符合分形级配堆石料的粗颗粒

土，采用粗粒土三轴试验研究不同围压条件下分形维

数对应力应变特征的影响，及颗粒破碎后的分形级配

特征，通过试验结果确定出分形级配极限分维的大小，

对 Hardin 破碎率指标 Br 进行修正，同时通过参数分

析研究极限分维与初始分形维数的关系，建立破碎率

指标 Br与分形维数之间的关系式。利用经典颗粒集合

体，对符合分形结构的粗粒土破碎规律进行研究，对

分形结构粗粒土的单颗粒和整体破碎规律进行数学解

释。 

1  堆石料颗粒破碎试验 
1.1  颗粒分形理论 

根据统计分形模型，在分形颗粒集合体中，颗粒

数量满足        
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d

≥   ，            (1) 

式中，N为颗粒数目，k为常数，d为颗粒粒径，D为

分形颗粒集合体的分形维数。 

式（1）表明颗粒数量与粒径之间存在对应关系，
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式中， ip 为小于 id 的累积质量分数（%），D为级配分

形维数。 

由式（2），（3）可知，分形颗粒集合体的分形维

数可通过筛分试验，由式（2）确定（M(＜d)/M0）与

（d/dmax）的关系式，从而确定分形颗粒集合体的分

形维数 D。分形维数 D控制着堆石料的颗粒级配，由

于 maxd 为固定值，颗粒级配曲线的形式由分形维数 D
唯一控制，因此可以通过分形维数 D的大小确定堆石

料破碎过程中级配变化及破碎率。 

1.2  试验设备及试样方案 

堆石料颗粒破碎的三轴压缩试验在 GCTS 大三轴

压缩试验仪上进行，仪器见图 1 所示。该仪器主要技

术参数：最大轴向静荷载为 1500 kN；最大轴向动荷

载为 800 kN；最大静态围压为 3 MPa；最大动态围压

为 3 MPa；振动频率为 0～20 Hz；试样尺寸为 Ф300 
mm×700 mm。 

图 1 大三轴压缩试验仪 

Fig. 1 Large triaxial equipment 

试验所用堆石料成分为片麻岩，试验方案为粗粒

土常规三轴压缩试验（CD 试验），初始级配分形维数

D0分别取 2.3，2.5，2.6，2.7；dmax取 60 mm；级配

曲线如图 2 所示，随着分形维数增加，堆石料中较细

颗粒含量逐渐增加，曲线上移。试样初始级配分形维

数下最大、最小干密度试验结果如表 1 所示，可以看

出，随着分形维数增加，最小干密度呈增大趋势，最
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大干密度随分形维数增加先增大后降低，但总体变化

较小。试验所用试样采用相对密度制样，相对密度取

0.85。围压分别取 500，1000，2000，3000 kPa，共

16 组。试验按照或参考《土工试验方法标准：GB/T 
50123—2019》进行。试验中将备好的试样均匀混合，

采用振动器分层振实，对饱和试样采用水头法饱和。

按要求施加围压，固结完成后不关排水阀，使试样保

持排水条件施加轴向压力，以试样破坏或至试样轴向

应变的 15%作为试验终止条件。试验完成后对堆石料

颗粒进行颗分试验，采用式（2）对试验后颗粒级配进

行分形维数计算。 

表 1堆石料干密度试验结果 

Table 1 Dry density test results of rockfill materials 
初始分形维数

D0 
最大干密度

/(g·cm-3) 
最小干密度

/(g·cm-3) 
2.3 2.20 1.60 
2.5 2.23 1.69 
2.6 2.25 1.74 
2.7 2.24 1.77 

图 2 dmax=60 mm 的级配曲线 

Fig. 2 Distribution curves of particles with dmax of 60 mm 

2  堆石料大型三轴试验颗粒破碎规律 
2.1  初始分形维数 D0对堆石料强度的影响 

不同初始分形维数 D0 下应力应变曲线如图 3 所

示，基本规律一致。如图 3 所示，初始分形维数 D0

为 2.7 时，随着围压的增加，试样的体应变峰值和轴

向应力峰值随之增加，轴向应力峰值出现明显的峰值

点；随着轴向应变的增加，试样由剪缩变为剪胀；围

压越大，剪缩变为剪胀时的轴向应变越大。堆石料试

验前的级配不同，应力应变曲线随着 D0的增加而稍有

不同，从图 3 的对比中可知，在相同的围压下，随着

分形维数的降低，剪胀性变弱，剪缩转化为剪胀时的

轴向应变随着分形维数的降低而增加，由应变软化转

变为应变硬化。表明分形维数的降低，堆石料中较细

颗粒土含量降低，粗粒土含量增加，粗细颗粒之间接触

不充分，三轴试验过程中受到荷载的作用，颗粒发生重

排列和破碎效应明显，使得试样应变硬化性质明显。 

图 3 应力应变曲线  

Fig. 3 Curves of deviatoric stress and volumetric strain vs. axial  

strain 

2.2  不同围压下堆石料剪切破坏后颗粒级配变化 

大型三轴试验前后颗粒级配数据及依据式（1）～

（3）计算的分形维数统计值如表 2 所示。由表 2 可知，

相同初始级配下，随着围压的增加，试样破坏后颗粒

级配较原级配出现变化，粗颗粒含量降低，细颗粒含

量增加，且粒径越小粒组颗粒增加量越多，随着围压

增加，小粒径组颗粒增加幅度增大。对破碎后颗粒粒

径采用式（2）计算分形维数拟合度在 0.99 以上，相

应的分形维数值随着围压增高而增高，表明具有分形

级配结构的堆石料在三轴试验中颗粒破碎后的级配分

布同样符合分形分布。不同初始级配下，在相同的围
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压下，细颗粒含量增加值不同，初始分形维数越小，

细颗粒含量增加值越大，粗颗粒含量降低值越大，表

明颗粒破碎以粗颗粒为主，随着分形维数的降低，颗

粒破碎量越大。对比不同围压下堆石料破碎后分形维

数，随着围压的增加，颗粒破碎后分形维数逐渐增加，

在低围压下分形维数增加值明显，随着围压增加，分

形维数增加值逐渐降低，变化趋势变缓，分形维数趋

于稳定值。 

表 2 堆石料破碎后颗分结果及分形维数 D 

Table 2 Grain-size distributions and fractal dimension before and  

after tests 
初始

分形

维数
D0 

围压 
/kPa 

各粒组颗粒质量分数/% 
分形 
维数
D 

拟合

度 <60 
mm 

<40 
mm 

<20 
mm 

<10 
mm 

<5 
mm 

2.7 

— 100 88.5 71.9 58.4 47.5 — — 
 500 100 88.7 73.0 60.3 49.0 2.714 0.999 
1000 100 89.0 74.3 61.3 49.2 2.720 0.998 
2000 100 92.9 75.4 62.6 51.5 2.737 0.995 
3000 100 93.1 76.6 63.3 52.5 2.745 0.995 

2.6 

— 100 85.0 64.4 48.8 37.0 — — 
 500 100 87.7 67.4 51.6 40.2 2.634 0.999 
1000 100 87.7 68.3 53.4 42.1 2.652 0.999 
2000 100 91.0 69.8 55.3 44.0 2.676 0.996 
3000 100 91.1 70.9 56.3 44.0 2.686 0.996 

2.5 

— 100 81.6 57.7 40.8 28.9 — — 
 500 100 83.3 62.5 45.5 33.7 2.563 0.999 
1000 100 85.3 62.9 47.5 35.7 2.585 0.999 
2000 100 87.7 65.4 49.1 37.5 2.607 0.998 
3000 100 90.4 67.0 51.4 39.4 2.629 0.996 

2.3 

— 100 75.3 46.3 28.5 17.6 — — 
 500 100 81.7 52.3 35.4 24.3 2.426 0.999 
1000 100 82.8 55.4 38.2 27.0 2.470 0.999 
2000 100 87.5 58.7 41.6 30.7 2.522 0.996 
3000 100 87.7 60.0 42.9 31.7 2.537 0.996 

以上研究表明：堆石料在三轴试验中随着围压的

增加，颗粒重排列和颗粒破碎受到初始分形维数 D0

的控制。相同初始分形维数 D0下，颗粒破碎后分形维

数较初始分形维数 D0均有所增加，围压越大增加值越

高；不同初始分形维数 D0下，颗粒破碎后分形维数与

D0数值有关，D0数值越小，增加值越大。堆石料颗粒

破碎后级配分形维数 D 受到围压和初始分形维数 D0

的共同控制，Xu 等[1]、蔡正银等[9]、张季如等[18]、Yuan
等[19]同样提出了类似的观点。 

3  堆石料颗粒破碎有界性及破碎度指

标 
3.1  颗粒破碎有界性 

由前述分析可知，堆石料颗粒破碎后级配具有分

形结构，且分形维数相对破碎前增加，因此如何根据

应力条件和初始分形维数预测破碎后颗粒级配分布情

况成为研究的热点内容，以往的研究中针对分维数变

化的研究与堆石料的应力应变条件相结合，如蔡正银

等[9]在研究中采用线性拟合的方式预测分形维数的增

长：  

3 a 0/D l p D      ，       (4) 
式中，l， ， 为材料参数，均通过试验数据拟合获

得, ap 为标准大气压。 

郁邦永等[20]以指数形式函数预测分形维数的增

长趋势： 
1

4.09080.55e 2.5382D



     ，     (5) 

式中， 1 为试验中轴向压力。 
陈镠芬等[21]以线性拟合的方式确定分形维数随

围压增长公式： 
0 3 a/ /D D a p b    ，         (6) 

式中，a，b为材料参数，均通过试验数据拟合获得。 

由式（4）～（6）可看出，颗粒破碎后分形维数

均随着围压增加而增加，由式（2）可知，颗粒级配符

合分形级配时，堆石料的级配分形维数始终小于 3，
由于堆石料破碎后颗粒级配同样符合分形级配，因此

破碎后颗粒级配也应当小于 3，表 2 中数据说明了这

一点。Tsoungui 等[22]根据褥垫层试验指出，颗粒破碎

过程中最大粒径分组的颗粒不能完全破碎，即图 2 中

级配曲线的左端始终固定，随着颗粒破碎的进行，级

配曲线逐渐上移。因此，以上研究中虽然体现了颗粒

破碎过程中分形维数随围压增加而增加的趋势，但是

围压或轴压增大到一定值，分形维数 D 与式（1）中

分形维数最终不能超过 3.0 的限制相矛盾，分形维数

的增长公式不能体现颗粒破碎的有界性。 
为了更直观地观察颗粒破碎后分形维数的变化，

将表 2 中数据进行转化，将围压除以标准大气压 ap 进

行归一化处理，同时纵轴改变为破碎后分形维数与初

始分形维数之差（D-D0），相关数据图如图 4 所示。 

图 4 不同围压下颗粒破碎后分形维数增量 D-D0 

Fig. 4 Relationship between increase of fractal dimension and  

confining pressure 

由图 4 可以看出，颗粒破碎后分形维数增加值随

着围压的增加曲线逐渐变缓，表明颗粒破碎后分形维
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数的增加值趋于一个稳定值，持续增加围压对颗粒破

碎的影响作用逐渐减弱。Xu 等[1]、张季如等[18]的研究

同样表明颗粒破碎随着围压增加逐渐趋于稳定。张季

如等[18]对单粒组颗粒进行破碎试验，破碎压力最高达

到 200 MPa，远超现实中土石坝等工程中实际载荷，

在试验过程中颗粒级配由单粒组级配逐渐趋于分形级

配，最终破碎后分形维数趋于稳定值 2.5～2.6。虽然

Xu 等[1]、张季如等[18]的试验以单颗粒、单粒组堆石料

为研究对象，与本文研究对象为破碎前具有分形结构的

堆石料不同，但是由图 4 同样可以观察到类似的现象。 

此外，由图 4 可知，破碎前后分形维数增量值（D- 
D0）与归一化后的围压数值 3 a/ p 呈现出双曲线关系，

采用类似邓肯-张模型中对弹性参数的处理方式，对图

4 中数据进行拟合，拟合曲线如图 4 所示，得到分形

维数增量值（ 0D D ）的关系式： 

3 a
0

3 a

/
· /
p

D D
a b p



 


  ，        (7) 

式中，a，b为拟合参数，与当前围压 3 及初始分形维

数 D0相关。 

式（7）左端为分形维数增量值，右端为归一化后

的围压拟合双曲线函数，由式（7）可以通过围压和初

始分形维数，预测堆石料颗粒破碎后级配分形维数，

且相比较式（4）～（6）存在极限，能够反映颗粒破

碎趋于稳定的现象。 

由式（7）可知，分形维数极限增量值（Du-D0）

与拟合参数 b值直接相关，当围压趋于∞时，（Du-D0）

=1/b，表明 1/b 为堆石料极限分形维数增量值。因此

拟合参数 b 仅与初始分形维数 D0 有关，为了验证式

（7）以及以上假设的准确性，本文收集了傅华等[5]、

蔡正银等[9]、高玉峰等[14]、凌华等[23]关于颗粒破碎前

后级配的试验数据，共得到 36 组堆石料三轴压缩试验

前后的级配数据，通过式（2）计算分形维数，通过式

（7）拟合分形维数的增长趋势图，得到分形维数极限

增量值 Du与初始分形维数 D0的关系图如图 5 所示。 

图 5 分形维数极限值与初始分形维数关系图 

Fig. 5 Relationship between ultimate and initial fractal dimensions 

虽然图 5 中的数据来自不同研究者的试验结果，

采用的初始级配和岩土体材料种类不同，但是 Du 与

D0两者之间呈现出很好的线性关系，随着初始分形维

数的增加，分形维数极值逐渐增大。对图 5 中线性拟

合公式中参数 m，n取整，有 

u 01.2 0.6D D    。             (8) 
式（8）给出了极限分形维数与初始分形维数之间

的关系式，分形维数极限值仅与初始分形维数相关。

堆石料在试验过程中的颗粒破碎极限仅与初始级配有

关，不同围压对颗粒破碎的影响为颗粒破碎过程的中

间状态，可以通过几组堆石料破碎试验和式（8）确定

出堆石料在不同围压下分形维数 D的预测公式，从而

推测出其颗粒级配分布情况。 

3.2  破碎度指标修正 

Hardin[11]提出的破碎度指标 Br定义为破碎度与破

碎势之间的比值，破碎度 Bt代表了当前颗粒级配曲线

与破碎前初始级配曲线所围面积大小，破碎势 Bp为初

始级配曲线与水平线所围面积大小，如图 6 所示。该

破碎度指标隐含了一条假设，即随着应力条件（围压

或轴压）的增加，粗颗粒材料会完全破碎，直到颗粒

级配曲线呈现为一条水平线，此时试验材料全部为小

于 0.074 mm 的黏土颗粒，这一假设明显与 Tsoungui
褥垫层的试验不符，因此其破碎度指标的取值范围并

不是 0～1 的范围。而 Einav[13]根据 Coop 等[24]的研究

进一步提出颗粒破碎存在极限，将颗粒破碎的极限分

维值设定为 2.6，Einav[13]的研究由单粒径组颗粒压缩

试验获得，在单粒径粒组颗粒破碎过程中，由于颗粒

破碎，颗粒级配逐渐趋于分形分布，级配演化的过程

中颗粒级配分形维数始终小于 2.6 的数值，但对于已

经存在级配分形的堆石料颗粒破碎时不在适用，尤其

是初始级配分形维数大于 2.6 的情况，如本文所采用

的初始级配分形维数 2.7，颗粒破碎后分形维数进一

步增大，此时 Einav[13]定义的破碎度指标不再适用，

因此针对以上情况需要对破碎度指标进行修正。 

如图 6 所示，图中 3 条曲线分别为初始级配 P0、

当前级配 Pd、极限级配状态 Pu、曲线与水平线面积分

别定义为 F0，Fd，Fu。 

图 6破碎率计算示意图 

Fig. 6 Definition of particle breakage index Br 
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颗粒破碎势定义为极限级配与初始级配所围面积

之差： p u 0  B F F  ；当前破碎量为当前级配与初始级

配所围面积之差： t d 0  B F F  。 

破碎度指标 Br定义为 

r t p/B B B   。              (9) 

将 Bp，Bt代入式（9），通过计算得到破碎度指标

Br： 

0 u
r

u 0

4
4

D D DB
D D D

 


 
  。       (10) 

将式（7）代入式（10），化简可得到与围压相关

的破碎度指标 Br： 

a

3 a
r

3 0 3 a

/ 4 1
· / 4 /

p b
B

a b p D p


 



  ）（ ）

（ ）

（
 。 (11) 

由式（11）可知，当前分形维数 D=D0，即未发生

破碎时，破碎度指标 Br=0，当前分形维数 D= uD 时，

颗粒破碎达到极限值，此时破碎度指标 rB =1.0。与

Einav[13]提出的破碎度指标计算方法相比，可以适用于

初始分形维数 D＞2.6 的级配堆石料，与 Hardin[11]提

出的破碎度指标相比，破碎度指标取值范围为 1.0≥
Br≥0.0，对应力—级配方程—颗粒破碎的研究路线来

说，确定了破碎度指标的上下限取值。此外，对于具

有分形级配的堆石料，其破碎度指标仅与初始分形维

数 D0、当前分形维数 D、分形维数极限值 uD 相关，

当确定当前分形维数时，即可确定当前破碎度大小。

通过式（11）可根据围压的大小，推测出当前围压下

破碎后颗粒整体破碎度。 

4  颗粒集合体的破碎概率研究 
Turcotte[25]将分形理论引入单颗粒的颗粒破碎概

率的计算，通过重整化群的理论计算了单颗粒破碎与

颗粒内部微观颗粒的连接关系；Sammis 等[26]通过地

质断层的自相似性现象，通过重整化群讨论了颗粒破

碎概率与粒径的关系。张季如等[18]通过石英砂颗粒破

碎试验，分析了随围压增加各粒组颗粒破碎变化趋势；

王益栋[27]研究了颗粒强度符合 Weibull 分布的粗粒土

颗粒破碎概率；童晨曦等[28]基于马尔科夫链和裂离参

量的定义研究了单粒组颗粒破碎趋于分形级配过程中

的破碎概率。以上研究结果表明单颗粒或单粒径分组

颗粒在破碎后，级配分布趋于自相似结构，呈现出分

形结构的形式。但是以上研究对已经存在分形结构的

堆石料破碎并没有涉及；颗粒破碎的研究以粒组为研

究对象，对于具体的颗粒破碎概率并没有涉及。文章

以经典颗粒集合体为研究对象，利用统计分形的相关

理论，对分形结构颗粒破碎规律进行研究。 

Turcotte[25]提出的经典颗粒集合体模型如图 7 所

示。图 7 中颗粒为长度为 1 的立方体，立方体颗粒按

照 l=1/2 的方式破碎，即上一级颗粒由（1/l）3 个下

一级颗粒组成，第 i级层次颗粒的尺寸为 il ，i取值 0～
∞，随着 i 值增加，该立方体第 i 级范围内颗粒数量

为 
01/
Di

i iN k l （ ）   。            (12) 

该立方体内部第 i+1 级范围内颗粒数量为 
01

1 1 1/
Di

i iN k l   （ ）   ，         (13) 

式中， ik 取值为概率系数，且 1.0ik  ， 0D 为比例系

数。通过图 7 中颗粒集合体，可以将现实中堆石料粒

径分布情况与颗粒集合体相对应：当 1i ik k  时，该集

合体可以表示成任意级配下的堆石料粒径分布；当

1i ik k  时，颗粒集合体符合分形分布的颗粒级配，此

时 0D 为初始分形维数。假定该颗粒集合体在某种应力

条件下发生颗粒破碎，取颗粒集合体中长度尺寸 il 的
第 i级次中颗粒发生破碎的概率为 ip ，则每一级颗粒

破碎前颗粒数量 iN ，相对应的破碎概率 ip ，破碎后

留存的颗粒数量 siN 。 

 

图 7 分形颗粒集合体示意图  

Fig. 7 Classical cubic aggregate 

在一定的应力条件下，该颗粒集合体每一级次的

颗粒均有可能发生破碎，破碎概率为 ip ，则破碎后级

颗粒数量除留存数量 s (1 )i i iN N p   外，还包含第 i
级之前 0～i-1 级颗粒破碎后，新生成的尺寸为 il 的颗

粒数量，由于每一级颗粒向下一级颗粒破碎时，颗粒

数量变为 31/ l 倍，此时考察第 m 级颗粒依次破碎至尺

寸为 il 的颗粒数量（m≤i）： 
30

+1 1 -

1 1 (1 )
D

mi m m m i im i mN k p p p p
l l

           
   

，(14) 

式中， miN 为原颗粒集合体中第 m 级颗粒破碎至第 i
级颗粒时颗粒数量。 

则破碎完成后第 i 级颗粒总的数目 fiN 为该级颗

粒留存数目 siN 和小于 i级颗粒破碎至第 i级颗粒数目

之和, f iN 经过化简为 
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1
f 0

1 (1 )
i

i i iiN p p
l

    
 

   

3 30 0
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0

1 1 1 
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3 30 0

1 2 11

0 0

1 1 1 1
D D

i ii ii i
i i

k k
l lp p

 

  


   

   
     

。 (15) 

按照上述分析方式，计算破碎完成后第 i+1 级颗

粒总的数目 1f +iN ，把 1f +iN ， f iN 相除，当 1i  时，经

过化简得到 
3

f 1 1

f

11
(1 )
( )i i i

i i

N p p
N l p

      
  。     (16) 

根据分形理论，符合分形结构的颗粒集合体为 

f 1

f

1
D

i

i

N
N l

    
 

  ，              (17) 

式中，D为破碎后颗粒分形维数。 

联立式（16），（17）并移项后取对数，得 

1
1

13 log
(1 )
( )i i

il

p pD
p


 


  。      (18) 

根据式（16）～（18）可知，颗粒集合体破碎后，
il 与 1il  粒组之间的比例关系与各自粒组破碎概率 ip

相关，与原有级配结构无关。当破碎概率满足式（16），
（18）时，非分形级配的颗粒集合体（ 1i ik k  ）在颗

粒破碎后趋于分形级配，式（18）解释了张季如等[18]、

张科芬等[15]、王益栋[27]的试验及数值模拟的结果，即

非初始分形结构堆石料颗粒破碎后，颗粒级配趋于分

形结构；同时当破碎前颗粒集合体为分形级配时，即

ik  1ik  ，式（18）表明破碎后分形维数与颗粒破碎

概率相关。 
依据 Perfect[29]的研究可知，单颗粒的颗粒破碎过

程中，当颗粒破碎几率与尺寸相关，即 1i ip p  时，

式（18）表示的分形维数与尺寸相关，称为多重分形；

但根据本文试验可知，具有初始分形级配的堆石料破

碎后依然保持为单重分形，即分形级配与尺寸无关，

这是因为当颗粒处于自相似性分布时，颗粒之间接触

形式符合自相似性，粗颗粒由中等颗粒包裹，中等颗

粒被细颗粒包裹，如图 8 所示，集合体局部颗粒分布

与整体颗粒分布一致，不同粒径颗粒受力接触点符合

自相似性，不同粒径颗粒破碎概率相同。 

则式（18）右端破碎概率 ip 与下标 i阶次无关，

此时取 1i ip p  ，式（18）变换为 

1/3 log l iD p    。            (19) 
式（18），（19）中隐含了分形颗粒集合体颗粒破

碎概率下限值： 
30(1/ )

D

ip l


   。             (20) 

图 8 颗粒接触示意图 

Fig. 8 Particle contacts at different scales 

初始分形集合体，每一级颗粒破碎的概率均大于
0 31/ Dl （ ） 时，破碎后形成的颗粒分形集合体才能为分

形结构，当 0
i

31/ Dlp （ ） 时，新生成的颗粒分形集合

体与初始分形颗粒集合体分形维数相同。将式（7）代

入式（20），得到分形结构堆石料颗粒破碎概率为 
3 a

0
3 a

/
3

· /(1/ )
p

D
a b p

ip l



 
    。       (21) 

由式（21）可知，具有分形级配的堆石料颗粒的

破碎概率，受到围压和初始分形维数的影响，围压越

大，破碎概率越高，同时结合式（8）可知，分形集合

体中单颗粒的破碎概率存在极限值： 
00.6 1.8(1/ ) D

ip l    。            (22) 

由于对于不同的颗粒分形集合体，1/l 可以取值

2，3，4，…等整数，颗粒分形集合体与现实中堆石料

并不是一一对应的关系，还需要通过进一步的颗粒破

碎试验，确定分形集合体中颗粒的具体破碎概率，从

而确定出对应的 l 数值，同时结合式（20）～（22）
确定出分形颗粒集合体颗粒破碎的下限值、中间值、

上限值，为进一步的研究奠定基础。 

5  结     论 
本文针对具有分形级配的堆石料颗粒进行了三轴

压缩试验，研究了不同分形维数下堆石料应力应变特

征及分形维数的变化规律，并对破碎度指标进行了修

正，得到以下 3 点结论。 

（1）级配分形维数 D 影响堆石料的应力应变特

征，随着分形维数的增加，堆石料的应力应变特征由

应变软化向应变硬化状态转化，颗粒破碎后分形维数

的变化受到初始分形维数和围压共同的影响。 

（2）通过数据拟合的方式建立了堆石料颗粒破碎

后分形维数与围压的双曲线关系，破碎后分形维数存

在极限值，极限值与初始分形维数相关，初始分形维

数越大，极限值增加随之降低；依据颗粒分形维数极

限值修正了 Hardin[11]和 Einav[13]提出的破碎度指标 rB
的上限值。 
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（3）采用颗粒集合体模型，对符合分形理论的堆

石料的颗粒破碎进行了数学计算，建立了堆石料破碎

后的分形维数与破碎概率及外部围压之间的关系式，

利用初始分形维数和极限分形维数，给出了颗粒破碎

概率的上下限值。 
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