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砂土剪切模量测定的弯曲元、共振柱和循环扭剪试验 
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摘  要：利用弯曲元、共振柱和循环扭剪试验联合测定了不同围压和密实度条件下干砂的小应变剪切模量，研究了弯

曲元试验中输出信号的特性和各种信号分析方法确定剪切波传播时间的可靠性，并对比了不同试验的结果。研究结果

表明，在共振柱试验时，需要考虑系统刚度对试验结果的影响，特别当试样刚度较大时。弯曲元输出信号中最先到达

的是近场效应，其初始极化方向跟剪切波相反。近场效应随着输入频率的增加有一定程度的减小，但不会消失。实际

试验中建议输入频率不断增加，直至输出信号比较稳定。值得注意的是，剪切初达波的振幅可能远小于后续振动，因

此容易造成初达波的误判。时域初达波法能比较可靠准确地确定剪切波的传播时间，波峰法、交互相关法和交互功率

法结果均随输入频率有较大波动，不能可靠地确定剪切波的传播时间。对比试验表明，弯曲元、共振柱和循环扭剪试

验确定小应变剪切模量对细砂和粗砂均吻合良好，初步表明砂土粒径对不同试验方法结果的一致性没有影响。 
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Combining bender element, resonant column and cyclic torsional shear             
tests to determine small strain shear modulus of sand  
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Abstract: Bender element (BE), resonant column (RC) and cyclic torsional shear (TS) tests are performed to measure the small 

strain shear modulus of dry sands. The characteristics of the received signals in BE tests are investigated, and different 

interpretation methods are used to determine the travel time of shear waves. The results indicate that it is important to account 

for the compliance of the testing system in RC tests, especially when the specimen is stiff. In BE tests, the near field component 

arrives first and its initial polarization is opposite to that of the input signal. The near flied decreases as the input frequency 

increases, but it always exists. In practice, it is recommended that the input frequency should increase continuously until the 

output signal becomes stable. Note that the amplitude of the first arrival of the shear waves may be much smaller than that of 

the succeeding ones. The travel time can be reliably determined by the start-start method in the time domain, however, it 

significantly depends on the input frequency by the peak-peak, the cross correlation and the cross power methods. The 

comparison indicates that the BE, RC and TS tests can obtain consistent results on clean sand, and the consistency does not 

depend on the particle size. 
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0  引    言 
土体的小应变剪切模量或剪切波速是土体工程特

性的重要表征之一，它在建筑场地类别划分[1]、地震

荷载等动力作用下场地响应分析[2]、饱和砂土液化判

别[3-4]和土体各向异性程度量化[5-6]等各方面得到了广

泛的应用。因此，如何准确快速地测定土体小应变剪

切模量一直是岩土地震工程中的研究焦点之一。 
土体的小应变剪切模量可通过现场试验和室内试

验测定。现场试验主要包括表面波法、下孔法和跨孔
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法等直接测定土体剪切波速方法。室内试验大致可划

分为静力、动力和波动等三类方法。静力方法以高精

度的三轴试验[7-8]和循环扭剪试验[9-10]为代表，它通过

高精度的力和位移传感器直接测定土体在小应变情况

下的应力–应变关系，然后计算小应变剪切模量。动

力方法以共振柱[11-12]为代表，它通过改变对土样施加

激振的频率来确定土体的固有（共振）频率，然后基

于动力学理论确定土体的剪切模量。目前共振柱方法

是公认的测定小应变剪切模量最可靠的的方法。波动

方法以弯曲元为代表，直接测定土体的剪切波速，然

后根据波动理论计算土体小应变剪切模量。弯曲元测

试具有原理简单、操作方便、成本低、无损检测和易

于移植等特点，近年来已被广泛安装在三轴仪[13-14]和

固结仪[15]等常规土工试验设备中用来测定土体的小

应变剪切模量。尽管如此，如何准确地确定弯曲元试

验中剪切波的传播时间这一关键问题仍有较大的争

议。 
不同室内试验的原理截然不同，其核心问题在于

不同试验测试结果的可靠性和一致性。Dyvik 等[16]对

比了 5 种黏土的弯曲元和共振柱试验，结果表明两种

测试方法具有较好的一致性。Youn 等[17]研究表明干砂

和考虑剪切波弥散特性后饱和砂的弯曲元、共振柱和

循环扭剪试验结果一致。Sotou 等[18]研究发现弯曲元

和共振柱试验结果在颗粒直径较小时有良好的一致

性，但随着颗粒直径的增加，弯曲元的结果将不断偏

离（小于）共振柱的结果。Yang 等[19]对比了 4 种不同

大小的玻璃珠的共振柱和弯曲元试验，表明两者的结

果具有较好的一致性，且试样的小应变剪切模量不随

颗粒大小而变化。柏立懂等[20]对比了 4 种不同干砂的

弯曲元和共振柱试验结果，表明对细砂和中砂弯曲元

的结果大于共振柱，然而对粗砂弯曲元的结果在围压

较小时大于共振柱，但在围压较高时小于共振柱。例

如，在有效围压 400 kPa 下，弯曲元试验测定的小应

变剪切模量比共振柱小约 25%。值得注意的是，很多

研究并没有验证其设备测试结果的可靠性，特别是弯

曲元剪切波传播时间确定的合理性。 
鉴于以上弯曲元和共振柱试验结果的不一致性，

以及弯曲元中确定剪切波传播时间存在的不确定性，

笔者搭建了一套结合弯曲元和循环扭剪功能的共振柱

系统，对其进行了标定，并测试和对比了不同密实度

和围压条件下日本Toyoura砂和英国Leighton Buzzard
（LB）砂的小应变剪切模量。初步分析了弯曲元输出

信号的特征和不同传播时间确定方法对弯曲元结果的

影响，旨在寻找一种比较可靠的波传播时间确定方法，

并探讨共振柱、弯曲元和循环扭剪测定土体小应变剪

切模量的可靠性和一致性，为今后类似试验的顺利开

展提供有益的借鉴。 
 

1  试验设备及方法 
本试验采用英国 GDS 的带有弯曲元和循环扭剪

功能的共振柱系统，如图 1 所示。该共振柱为下端固

定–上端自由的 Stokoe 型，围压通过气压加载。弯曲

元内置在试样顶帽和底座中心处，其尺寸为宽 11 mm，

厚 1.2 mm，插入土的深度 2 mm。通过外部控制盒改

变接线方式[21]，该弯曲元能同时进行压缩波（P 波）

和剪切波（S 波）测试，因此也可称为弯曲–伸展元。

试验输入信号波形和频率可根据用户自定义输入。循

环扭剪试验中循环扭矩通过共振柱的线圈–磁铁系统

施加，而土体相应的扭转角（剪应变）由试样顶部的

高精度接近传感器测定。 

图 1 结合弯曲元和循环扭剪功能的共振柱系统示意图 

Fig. 1 Schematic illustration of resonant column apparatus with  

bender element and cyclic torsional shear functions 

试验采用烘干条件下的日本 Toyoura 砂（细砂）

和英国的 LB 砂（粗砂），它们的级配曲线见图 2。表

1 列出了试验砂的基本物理指标。试样尺寸为直径 50 
mm，高度 100 mm。采用干砂压实法（dry tamping）
分 5层制样，试样初始相对密实度Dr分别控制在 30%，

50%和 80%。制样完成后，先对其施加 25 kPa 的真空

吸力，然后测定试样尺寸、安装驱动头和装配压力室。

随后分别在 50，100，200 和 400 kPa 等向围压下固结

15 min，并依次进行弯曲元、共振柱和循环扭剪试验。

固结过程中用内置高精度 LVDT 测定竖向应变，并假

设各向应变相等计算固结后试样的孔隙比。 
表 1 试验砂的基本物理参数 

Table 1 Parameters of test sands 

名称 
颗粒 

比重 

平均粒

径/mm 

不均匀 

系数 

最大 

孔隙比 

最小 

孔隙比 

Toyoura 砂 2.64 0.216 1.39 0.967 0.633 

LB 砂 2.65 0.833 1.46 0.948 0.791 
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图 2 试验砂的颗粒级配曲线 

Fig. 2 Particle-size distribution curves of test sands 

2  设备标定 
对设备的合理标定决定着试验结果的可靠性。在

共振柱试验中，土体的小应变剪切模量 G0 可由下式

确定： 
2

2 n
0 s

2πf L
G V 


 

   
 

  ，      (1) 

0

tan I
I

     ，               (2) 

式中， 为试样密度，Vs为剪切波速，fn为共振频率，

L 为试样高度，I 为试样的质量惯性距，I0为试样上部

所有参振部件的质量惯性距，并为需要标定的共振柱

特性参数。 
图 3 为共振柱标定试验中的 3 个铝质标定杆和铜

质标定块。由于标定试验过程中 I 远小于 I0，根据式

（1）、（2）可得 

0 d ad 2 2
n

1
(2π )

II I I
L f

     。    (3) 

式中  Id 为驱动头的质量惯性距，由于几何形状不规

则而难以计算确定，需要试验标定；Iad为试样顶部包

括铝质连接圆盘、顶帽和标定块等的附加质量惯性距，

可根据几何尺寸计算。 

 

图 3 共振柱标定用铝棒、质量块和顶帽 

Fig. 3 Aluminum bars, weight and top caps in RC calibration 

标定过程中，依次测定只有标定杆和附加不同数

量标定块的系统共振频率。然后作 Iad与 1/(fn)2的关系

图来确定 Id，如图 4 所示。本次标定试验显示测定的

Id随共振频率的增加而增加，分别为3.707×10-3，3.769
×10-3和 3.843×10-3 kg·m2。通常取平均值 3.773×10-3

作为系统的 Id值，这里定义其为标定方法 RC-1。最后，

基于标定的 Id值和测试的共振频率，可根据式（1）、
（2）反算铝杆的剪切模量。结果显示，铝的反算剪切

模量与实际值（26 GPa）的偏差随着共振频率（试样

刚度）的增加而增大，最大误差约为 5%。经 Clayton
等[22]研究，主要原因是测试系统刚度随着试样刚度的

变化而变化，而非假定的绝对刚性。 

 

图 4 共振柱标定方法 1 的结果 

Fig. 4 Calibration results of RC-1 

为考虑测试系统刚度的影响，标定过程中可认为

铝的剪切模量为已知定值 26 GPa，基于式（1）、（2）
反算系统的 Id值，并建立 Id值与共振频率的拟合关系，

具体标定结果见图 5。这里定义为标定方法 RC-2。不

同的共振柱标定方法对砂土剪切模量测试值的影响将

在下节讨论。 

 

图 5 共振柱标定方法 2 的结果 

Fig. 5 Calibration results of RC-2 

弯曲元的标定主要是测定由于信号在系统线路中

传播等引起的系统延时。标定方法为将弯曲元发射单

元和接收单元直接接触并进行剪切波测试，设备记录

到的输入和输出信号的时间差即为系统延时。经测定，

本文弯曲元测试系统的系统延时为 5.5 s。同时，根

据标定也可以清楚输入和输出信号初始极化方向的关

系，这样有利于剪切波初始到达点的合理确定。本文
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试验中，输入和输出信号的初始极化方向相同。值得

注意的是，当一个弯曲元相对另一个旋转 180°时，

输入和输出信号的初始极化方向会改变。 
循环扭剪的标定主要是测定输入线圈电压和输出

扭矩的比例系数 。标定试验同样采用铝质圆杆。标

定过程中，给线圈输入一定幅值的正弦电压信号产生

一定的扭矩，同时通过接近传感器测定相应的剪应变。

因铝杆的剪切模量和几何尺寸已知，根据弹性理论反

算作用扭矩，最终确定 值。 

3  试验结果 
图 6 给出了围压为 100 kPa 和孔隙比为 0.798 的

Toyoura 干砂试样上共振柱试验的频谱曲线。通过粗

细间距两次扫频，能准确地确定共振频率为 62.5 Hz
和加速度传感器输出电压为 2.35 mv，计算后得到的

小应变剪切模量 G0为 97.3 MPa（RC-1）或 100.4 MPa 
（RC-2），相应的剪应变为 6.910-6。 

 

图 6 Toyoura 砂共振柱试验频谱曲线 

Fig. 6 Spectral curve in RC tests 

同一试样上循环扭剪试验得到的应力–应变曲线

见图 7。试验中输入电压波形为正弦，频率为 0.25 Hz，
循环圈数为 10。由图 7 可见，尽管存在一定的波动，

土体的应力–应变曲线基本为一直线，表明土体在该

测试小应变情况下符合弹性特性。经计算试样的剪切

模量为 102.1 MPa，相应的剪应变为 4.6×10-6。 

 

图 7 循环扭剪试验得到的应力–应变曲线 

Fig. 7 Stress-strain curves in TS tests 

图 8 给出了同一试样弯曲元试验中不同输入频率

时 S 波的输出信号。可见，S 波的输出信号相对输入

信号（单个正弦）更复杂且比较难于精确确定传播时

间。但是经过仔细观察和分析，可得出如下 3 点结论。 
（1）最先到达的是近场效应（Near field）中的

压缩波（P 波），因为它的传播时间跟实测 P 波相近，

且它的初始极化（向下）和输入信号的初始极化（向

上）相反，跟理论预测[23]完全符合。 
（2）近场效应随着输入频率的升高而降低。理论

研究表明[23]，近场效应随着传播距离与波长的比值 Rd

增加而降低。当 Rd大于 2 时，近场效应基本可以忽略。 
试验中，随着输入频率的增加，波长减小，Rd增加，

近场效应降低，与理论吻合。值得说明的是，尽管在

输入频率 40 kHz 时，Rd值已接近 14.7，远远大于 2，
可是近场效应依然存在。 

（3）输出信号由低频和高频两部分组成，在较低

输入频率特别明显，且高频部分基本跟输入频率无关。

当输入信号频率高于 10 kHz 后，输出信号基本比较稳

定，不随输入信号频率增加而明显改变。因此，本文

建议弯曲元试验中输入信号频率应逐步增加直至输出

信号比较稳定，以便更准确地确定剪切波初达位置。 
基于 S 波输出信号的特性，本文采用了不同信号

分析方法来确定传播时间。图 9 对比了不同信号分析

方法以及共振柱试验获得的 G0值，其中 S-S1 和 S-S2
为以 S1 和 S2（见图 8）为起跳点的时域初达波法，

P-P1 和 P-P2 为以 P1 和 P2 为初达波波峰的峰值法，

CC1 和 CC2 为对应交互相关谱中第一个峰值和最大

峰值（传统交互相关法的定义）的交互相关法，CP
为交互功率法，RC 为共振柱结果（RC-2）。由图 9 可

见，S-S1 的结果随输入频率轻微增长，它跟共振柱的

结果非常接近；S-S2 的结果基本不随输入频率变化，

但比共振柱低很多。P-P1 和 P-P2 的结果随输入频率

有大幅度的变化，且在低频输入时比共振柱结果大非

常多。CC1 和 CC2 的结果也随着输入频率有较大变

化，CC1 在 20 kHz 和 40 kHz 能得出跟共振柱较为接

近的结果，然而 CC2 却严重低估结果。CP 的结果跟

共振柱相比总是严重偏小。以上结果表明，时域初达

波法能比较准确地确定传播时间，其它分析方法通常

随输入频率的变化而变化且通常低估 G0 值，这跟

Yamashita 等[24]分析弯曲元国际平行试验的结论一致。

本次试验中 S 波的初达波在图 8 中实心三角所示位置

附近，可见初达波的振幅要远小于后续振动。进一步

的研究表明[25]，不同信号分析方法结果的差异主要是

由于输入与输出信号频率和形状差异引起，特别是初

达波的幅值小于后续振动幅值这一特征。 
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图 8 Toyoura 砂中弯曲元 S 波信号 

Fig. 8 S-wave signals in Toyoura sand in BE tests 

 
图 9 不同信号分析方法的结果对比 

Fig. 9 Comparison of results obtained by different methods 

图 10 对比了上述试样在不同围压下的弯曲元、共

振柱和循环扭剪试验结果。由图可见，剪切模量随着

有效围压的增加而不断增加，表明模量的应力相关特

性。弯曲元（BE）、共振柱 RC-2 和循环扭剪（TS）
的结果非常接近。另外，共振柱 RC-1 的结果较其他

试验结果明显偏低，特别在高围压下。这表明共振柱

试验中需要考虑测试系统刚度对试验结果的影响，特

别当试样刚度较大时（如软岩等）。因此，本文取 RC-2
对应的结果为共振柱试验的结果。 

图 11 对比了不同密实度和围压条件下弯曲元、共

振柱和循环扭剪试验的结果。由图 11 可见，尽管弯曲

元试验结果比共振柱和循环扭剪结果稍高，但总体上

三者结果相一致。究其可能原因为：弯曲元测试结果

为剪切波传播路径的局部刚度，而共振柱和循环扭剪

测定的试样整体刚度。为进一步验证本测试系统的可

靠性和弯曲元信号分析的合理性，本文弯曲元测试的

结果跟以往文献中 Toyoura 砂的剪切模量进行了对

比，如图 12 所示。可见，本文试验结果和以往文献中

的结果吻合很好，表明本文弯曲元、共振柱和循环扭

剪试验设备可靠，同时也表明本文弯曲元剪切波传播

时间确定的合理准确。其中为消除不同试样孔隙比不

同的影响，试验结果用下面公式来均一化： 

0
a

( )
n

pG AF e
p

 
  

 
  。          (4) 

式中  A 为跟土颗粒特性和土体组构等相关的常数；

F(e)为孔隙比函数，反映孔隙比 e 的影响，本文采用

F(e)=(2.17-e)2/(1+e)；pa为参考应力，本文取 98 kPa；
n 为应力指数，反映有效围压 p′的影响。 

图 10 弯曲元、共振柱和循环扭剪试验结果随围压的变化 

Fig. 10 Effect of confining pressure on results 

 

图 11 本文弯曲元、共振柱和循环扭剪试验结果的对比 

Fig. 11 Comparison of results from BE, RC and TS tests 

 

图 12 本文弯曲元试验结果与文献结果的对比 

Fig. 12 Comparison of results between this study and other  

literatures 
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表 2 列出了 Toyoura 砂弯曲元、共振柱和循环扭

剪试验基于式（4）的拟合结果。由表 2 可见，弯曲元、

共振柱和循环扭剪试验的拟合常数 A 相互接近，应力

指数 n 均为 0.41，三者结果的最大误差约为 3.6%。 
表 2 Toyoura 砂和 LB 砂的试验拟合结果 

Table 2 Fitting results of Toyoura and LB sands 
拟合结果 

砂 试验方法 
F(e) A n 

共振柱 92.4 0.41 
循环扭剪 92.0 0.41 Toyoura 
弯曲元 95.4 0.41 
共振柱 131.5 0.34 

循环扭剪 128.3 0.33 LB 
弯曲元 

(2.17-e)2/(1+e) 

135.4 0.35 

为进一步研究 Sotou 等[18]和柏立懂等[20]观察到的

颗粒粒径对弯曲元和共振柱试验结果一致性的影响，

本文还进行了 LB 粗砂的弯曲元、共振柱和循环扭剪

试验。图 13 给出了围压 100 kPa 和孔隙比为 0.583 的

LB 干砂试样中弯曲元在不同输入频率下的 S 波输出

信号。由图 13 可见，LB 粗砂中的信号和 Toyoura 细

砂的信号类似，其初达波的幅值也明显小于后续波动。

同时，共振柱的频谱曲线和循环扭剪中的应力应变曲

线跟 Toyoura 砂类似，鉴于篇幅，这里不再赘述。 

图 13 LB 砂中弯曲元 S 波信号 

Fig. 13 BE S-wave signals in LB sand specimen 

图 14对比了LB干砂在不同密实度和围压条件下

弯曲元、共振柱和循环扭剪试验的结果。由图 14 可见，

与 Toyoura 砂结果类似，尽管弯曲元试验结果比共振

柱和循环扭剪结果稍高，但总体上三者结果相一致。

表 2 也给出了 LB 砂的剪切模量基于式（4）的拟合结

果。由表可见，弯曲元、共振柱和循环扭剪试验结果

对 LB 粗砂也具有较好的一致性。以上结果初步表明，

砂土颗粒粒径对弯曲元和共振柱试验结果一致性并无

显著影响。以往文献中颗粒粒径对弯曲元和共振柱试

验一致性有影响主要可能还是弯曲元中信号分析确定

波传播时间不够合理准确导致。 

 
图 14 本文弯曲元、共振柱和循环扭剪试验结果的对比 

Fig. 14 Comparison of results from BE, RC and TS tests 

4  结论与建议 
本文介绍和标定了一套用于测定土体小应变剪

切模量的弯曲元、共振柱和循环扭剪联合测试系统，

并对比了在不同围压和密实度条件下两种洁净细砂

和粗砂的试验结果。初步结论与建议如下： 
（1）在共振柱系统标定时，可以通过建立共振

柱加载系统质量惯性矩与共振频率的经验关系来考

虑测试系统刚度对测试结果的影响，否则实测的剪切

模量偏低，特别是试样刚度较大时。 
（2）弯曲元剪切波输出信号中最先到达的是近

场效应，其初始极化方向跟剪切波相反。近场效应随

着输入频率的增加有一定程度的减小，但不会消失。

时域初达波法（S-S）能比较准确和可靠地确定剪切

波的传播时间，波峰法（P-P）、交互相关法（CC）和

交互功率法（CP）均随输入频率有较大波动，不能可

靠地给出剪切波的传播时间。建议弯曲元试验中输入

信号频率应逐步增加直至输出信号比较稳定。 
（3）弯曲元、共振柱和循环扭剪试验确定的干

砂小应变剪切模量吻合良好，且颗粒粒径对不同试验

方法结果的一致性没有影响。需要注意的是，本结论

基于洁净均匀干砂，对级配良好或含有细颗粒的砂土

需要作进一步研究。 
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